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PRÉFACE 


Le cours d’algèbre linéaire et de géométrie analytique est enseigné aux 
élèves de la Faculté de Calcul numérique et de Cybernétique (CNC) de 
l’Université Lomonossov de Moscou pendant les deux premiers semestres. 
Le conférencier qui présente cette discipline affronte des problèmes bien 
ardus. Pour les élucider, faisons quelques comparaisons avec le programme 
des cours analogues des Facultés de Mathématiques et, en particulier, avec 
celui de la Faculté de Mathématiques et de Mécanique de l’Université. 

Le programme de CNC est constitué par la plus grande partie du cours 
de géométrie analytique professé à la Faculté de Mathématiques et de Mé- 
canique (sauf seulement la classification affine des coniques et des qua- 
driques, ainsi que les éléments de géométrie projective) et par un cours com- 
plet d’algèbre linéaire. Ce dernier traite également des questions générale- 
ment omises à la Faculté de Mathématiques et de Mécanique, telles, par 
exemple, les nombres singuliers d’un opérateur, les pseudo-solutions des 
systèmes d’équations linéaires, etc. Le caractère spécial de CNC oblige 
le conférencier d’attirer l’attention des étudiants sur l'instabilité de la 
plupart des notions d’algèbre classique (dépendance linéaire, dégénére- 
scence, structure de Jordan, etc.) et de ses méthodes, ainsi que d’indiquer 
les voies qui conduisent aux solutions stables des problèmes d’algèbre. 
La réalisation de ce programme impose l’introduction dans le cours des 
éléments de la théorie des espaces vectoriels normés pour obtenir par la 
suite des résultats métriques concrets sous la forme des estimations des 
perturbations de la solution d’un système d’équations, des valeurs propres 
d’une matrice, etc. Or, les délais pour enseigner tout ceci sont bien plus 
courts que ceux prévus pour les cours d’algèbre et de géométrie professés 
aux Facultés de Mathématiques, et, de plus, il ne faut rien perdre en rigueur 
mathématique. 

Il est clair qu’il est impossible de suffir à la tâche sans remanier sensible- 
ment le cours traditionnel. L’ « Algèbre linéaire » de V. Voïévodine cons- 
titue précisément une tentative dans ce domaine. Cet ouvrage a fixé l’ex- 
périence de l’auteur qui a enseigné pendant plusieurs années à CNC. 

Voici quelques traits particuliers du cours de V. Voïévodine, qui ont 
permis de réduire sensiblement le temps nécessaire pour l’exposer. 

La notion d'espace vectoriel bien acquise de l’algèbre vectorielle est 
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donnée tout au début du cours. On élimine ainsi le parallélisme traditionnel, 
la théorie de l’espace vectoriel étant exposée à trois reprises, d’abord dans 
la séométrie analytique (ensembles des vecteurs géométriques), puis pour 
décrire la structure de l’ensemble des solutions d’un système d’équations 
linéaires dans un espace arithmétique, puis, enfin, dans le cas général. 

Daus les chapitres qui suivent, la géométrie et l’algèbre sont présentées 
successivement : chaque nouvelle notion géométrique amène une généra- 
lisation consécutive. Ainsi, le produit scalaire des vecteurs géométriques 
permet d'introduire les espaces euclidiens et unitaires; la formule du vo- 
lume de parallélépipède tridimensionnel impulse la construction de la théorie 
des volumes de dimension n, d’où l’on déduit également la théorie du dé- 
terminant envisagé comme un volume orienté de parallélépipède dans 
un espace arithmétique; les droites et les plans d’un espace tridimensionnel 
fournissent le prétexte qui permet d'introduire la notion de plan dans 
un espace arbitraire; le problème géométrique de l'intersection des hyper- 
plans révèle la construction d’un ensemble des solutions d’un système 
d'équations linéaires. Il existe des exemples opposés, lorsque les résultats 
géométriques se déduisent comme de simples corollaires des théorèmes 
algébriques généraux; il en est ainsi, par exemple, de la classification carté- 
sienne des coniques et des quadriques. 

La modification du cours entraîne celle du programme des séminaires. 
Il s'est avéré que les recueils de problèmes d’algèbre linéaire existants 
(D. Faddéiev, I. Sominski, « Recueil de problèmes d’algèbre supérieure », 
I. Proskouriakov, « Recueil de problèmes d’algèbre linéaire » (en russe)) 
ne sont que très peu utilisables. Dans ces deux ouvrages on suppose que 
les étudiants connaissent déjà les méthodes d’algèbre matricielle et les 
systèmes d’équations linéaires et peuvent résoudre les problèmes sur des 
espaces vectoriels et euclidiens. Or, dans notre cas, comme nous l'avons 
montré, cette condition n’est pas remplie. De plus, il fallait donner des 
problèmes sur des chapitres du cours non classiques. Il s’en est suivi la 
nécessité d’un nouveau recueil de problèmes adapté au cours de V. Voïé- 
vodine que nous présentons au lecteur. 

La structure du recueil est définie par celle de l’ouvrage de V. Voïévo- 
dine. Des écarts négligeables sont conditionnés par les particularités de 
l’enseignement. Ainsi, le paragraphe consacré aux espaces métriques est 
rapporté au chapitre 8, puisque le thème correspondant du cours est exposé 
à la fin même du premier semestre, et le temps manque pour « consolider » 
les connaissances acquises aux séminaires. 

La succession des sujets retenue par V. Voïévodine pose certains pro- 
blèmes pour un auteur de recueil. Ainsi, pour résoudre les problèmes 
de calcul des deux premiers chapitres, il est impossible de recourir à des 
méthodes matricielles et à la plupart des résultats fournis par l'étude des 
systèmes d'équations linéaires. Il s’avère, pourtant, que dans les espaces 
vectoriel et euclidien il suffit à cet effet de combiner les transformations 
élémentaires des systèmes de vecteurs à la méthode de Gauss envisagée 
comme une méthode permettant de vérifier la compatibilité, la définition 
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et la recherche d’une solution quelconque d’un système d’équations linéaires 
(pour plus de détails, cf. $$ 1.0 et 2.0). C’est ce qui fait que dans l’ouvrage 
de V. Voïévodine la méthode de Gauss est décrite au chapitre 2, exactement 
là où l’on en a besoin pour les leçons du séminaire. Les problèmes qui font 
appel à routes les solutions d’un système d'équations linéaires sont donnés 
dans le recueil seulement à partir du chapitre 4. Remarquons que le principe 
appliqué ici est le même que celui de l’ouvrage de A. Kurosh « Cours 
d’algèbre supérieure » qui débute par la description de la méthode d’élimina- 
tion successive des inconnues. 

Le lecteur verra que les premiers six chapitres du recueil et certains 
paragraphes du chapitre 7 sont consacrés à des sujets tout ce qu’il y a de 
plus classiques. Mais là aussi, pour marquer le caractère particulier de CNC, 
l’auteur a voulu insister sur les aspects numériques des questions examinées. 
C'est pourquoi au $ 3.4 les nombreuses questions relatives à la réalisation 
numérique de la méthode de Gauss tiennent une grande place. C’est aussi 
pourquoi, dans plusieurs cas, des algorithmes de calcul très efficaces dans 
la pratique sont présentés sous la forme d’une suite de problèmes. 

Quelques paragraphes des deux derniers chapitres correspondent aux 
nouvelles sections du cours de V. Voïévodine et sont pour la première fois 
publiés dans des recueils de problèmes d’algèbre linéaire. 

Une condition nécessaire que doit remplir tout recueil de problèmes 
est de contenir en nombre suffisant des problèmes utiles et étoffés pour 
le travail des séminaires, les devoirs, les travaux de contrôle et les épreuves. 
L'auteur espère s'acquitter de cette tâche. Par ailleurs, cette dernière a été 
envisagée d’une façon plus large, en voulant offrir aux plus forts des élèves 
des matières pour qu’ils puissent travailler indépendamment et leur per- 
mettre dans certains cas de résoudre des problèmes actuels de calcul nu- 
mérique. Ainsi, on trouvera dans l’ouvrage l’hypothèse de Wilkinson 
sur la rapidité d'augmentation des éléments dans la méthode de Gauss 
($ 3.4), la description de l’algorithme de Strassen pour la multiplication 
rapide des matrices ($ 5.4), les résultats de Wilkinson sur les valeurs propres 
mal conditionnées ($ 8.4), etc. 

Encore quelques remarques sur l’utilisation du recueil. 

Le numéro de chaque problème compte trois nombres : le premier 
renvoie au chapitre, le deuxième, au paragraphe, le troisième, au problème 
du paragraphe. Une numérotation analogue est employée pour les formules 
auxquelles on se réfère par la suite. Cette dernière numérotation est 1in- 
dépendante de celle des problèmes. 

Pour la commodité du lecteur, chaque chapitre est précédé de para- 
graphe « nul » qui définit les notions et, quelquefois, les méthodes appliquées 
dans le chapitre. Pour rendre plus facile la recherche de la « source » de 
tel ou tel terme, à la fin du livre on a placé un index. 

Certains problèmes sont marqués par des astérisques prévus pour 
attirer l'attention. Si c’est un problème à démontrer, cela signifie qu’on 
y trouve une formulation importante (quelle que soit la complexité de 
la démonstration), ou bien qu’il impose certains raisonnements particuliers. 
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Un problème de calcul muni d’un astérisque admet une solution spéciale 
qui exige dans le cas type l’application d’une proposition théorique. De 
nombreux problèmes marqués d’un astérisque sont accompagnés d’indica- 
tions ou de solutions et, quoi qu’il en soit, la clé de leur solution se trouve 
ou bien dans le recueil même, ou bien dans l’ouvrage de V. Voïévodine. 
D'autre part, des indications ou des solutions sont données pour de nom- 
breux problèmes sans astérisques pour montrer quelle est d’après l’auteur 
la meilleure approche. Il faut ajouter que le plus souvent les problèmes 
sont réunis en groupes où le problème principal est muni d’un astérisque, 
tandis que les autres ne sont que des conséquences de ce problème principal. 
Aussi, la disposition même fournit une information sur le problème con- 
sidéré. 

En composant le recueil, l’auteur a puisé dans de nombreuses sources; 
il serait impossible de les mentionner toutes ici. Le travail de l’auteur a été 
simplifié par l'existence de plusieurs ouvrages excellents d’algèbre linéaire et, 
notamment, des recueils déjà cités. Dans plusieurs cas, des propositions 
tirées des articles ont été énoncées sous la forme de problèmes. 

Cet ouvrage a été rédigé sur l'initiative des professeurs V. Voïévodine 
et I. Bérézine. L’auteur est heureux de profiter de l’occasion pour leur 
exprimer sa profonde gratitude. Sa reconnaissance va également aux pro- 
fesseurs d’algèbre de CNC qui ont collaboré à la conception de ce livre. 


H. Ikramov 


CHAPITRE PREMIER 


ESPACES VECTORIELS 


$S 1.0. Terminologie et généralités 


Appelons un ensemble V espace vectoriel sur le corps numérique P, si 

A. L’addition par rapport à laquelle F est un groupe commutatif (abélien) 
est définie pour tous les éléments de V. Cela signifie que les propriétés 
suivantes sont respectées : 

1. L’addition est commutative : x+y=7}y+ x. 

2. L’addition est associative : (x+y)+z=x+(y+2). 

3. Il existe dans V un élément nul 0 (et un seul) qui vérifie la condition : 
x+0=x pour tout x de F. 

4. Pour tout élément x de V il existe un élément opposé — x (etun seul) 
tel que x+(—x)=0. 

B. La multiplication par un nombre du corps P est définie pour tous 
les éléments de V. Quels que soient les éléments x, y de V et quels que 
soient les nombres «, B de P, les propriétés suivantes doivent être respectées : 

1. a(x+y)=ax+ ay. 

2. («+ B}x=ax+ px. 

3. (xB)x=ax(Bx). 

4, l'x= x. 

Aux éléments d’un espace vectoriel nous donnerons le nom de vecteurs. 

Si P est un corps des nombres réels ou complexes, l'espace vectoriel 
sur P est dit réel ou complexe respectivement. 

Dans notre ouvrage, sauf quelques problèmes du chapitre premier, 
nous n'étudions que des espaces réels et complexes. 

Dans un cas particulier, l’espace Y se compose d’un seul élément (cf. 
problème 1.1.1). Disons qu’un tel espace vectoriel est nul (ou trivial) et dans 
ce qui suit notons-le O. Le nombre d’éléments de tous les autres espaces 
réels et complexes est infiniment grand. 

Disons que le vecteur 


Y= Xi t doXot + AXE» 


est une combinaison linéaire des vecteurs x,, x2, ..., x,, ou qu’il s'exprime 
linéairement par ces vecteurs. L'ensemble des combinaisons linéaires d'un 
système fixé de vecteurs x,, ..., x, s'appelle enveloppe linéaire de ce système, 
notée L(x;, ..., xs). 

Un système de vecteurs x,, ..., x, est dit linéairement dépendant si 
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au moins l’un des vecteurs x, s’exprime linéairement par les autres vecteurs 
du système, et linéairement indépendant, dans le cas contraire. A cette dé- 
finition est équivalente la définition suivante : un système de vecteurs 
X1» ---, X4 6St linéairement dépendant s’il existe des nombres x, ..., & 
dont au moins un est différent de zéro et tels que 


GX + .…. +aX,=0, 


et linéairement indépendant si cette égalité n’est possible que lorsque tous 
les &, sont nuls. 

La dépendance linéaire d’un système de deux vecteurs x, y signifie 
notamment que ou bien y=ax, ou bien x=By. De tels vecteurs x et y 
sont dits colinéaires. 

On a le théorème fondamental de la dépendance linéaire suivant : si 
chacun des vecteurs d’un système linéairement indépendant y,, ..., y, 
s'exprime linéairement par le système x,, ...,x,, On a /=k. 

Le système linéairement indépendant de vecteurs e,, ..., e, par lequel 
s'exprime linéairement chaque vecteur de l’espace V s'appelle base de l’es- 
pace. Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il possède une base, 
et de dimension infinie dans le cas contraire. 

A partir du $ 1.4 nous examinons seulement les espaces vectoriels à 
dimensions finies. 

Toutes les bases d’un espace Ÿ de dimension finie se composent d’un 
même nombre n de vecteurs; le nombre n s’appelle dimension de l’espace 
et on le note dim Ÿ. L'espace V lui-même est dit alors de dimension n. 
Par définition, dim O=0. 

Les coefficients «,, ..., «, de la décomposition du vecteur x suivant 
la base e,, ...,e,, 

X=ae+...+ae,, 


s’appellent coordonnées de ce vecteur. 

Deux espaces vectoriels donnés sur le même corps sont dits isomorphes 
si on établit entre leurs vecteurs une correspondance biunivoque; de plus, 
l’image de la somme de deux vecteurs est alors la somme de leurs images, 
et l’image du produit d’un vecteur par un nombre est le produit de l’image 
de ce vecteur par le même nombre. La condition nécessaire et suffisante 
d’une correspondance isomorphe entre deux espaces vectoriels est la co- 
incidence de leurs dimensions. 

Un sous-ensemble Z d’un espace vectoriel Y s'appelle sous-espace 
vectoriel de cet espace si par rapport aux opérations introduites dans V 
il constitue lui-même un espace vectoriel. 

Si Z, et L, sont des sous-espaces vectoriels de F, l’ensemble des vecteurs 
appartenant aussi bien à L, qu’à L, s’appelle intersection de ces sous-espaces 
notée L,.f\L,. On appelle somme des sous-espaces L, et L, l’ensemble des 
sommes xX;+X%, OÙ x], x,EL,. La somme des sous-espaces est notée 
L,+ L,. Si pour chaque vecteur x de L=L,+L, la représentation 


X=Xi+Xe, XCD, XL, 
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est unique, on dit que L est somme directe des sous-espaces L, et L, et on 
écrit L,+L. 

La plupart des problèmes de calcul de ce recueil sont associés à deux 
espaces vectoriels concrets. Voici une description plus détaillée de ces 
derniers. 


1. Espace arithmétique de dimension #. Ses éléments sont des collections 
ordonnées de 7 nombres réels ou complexes appelées vecteurs de dimension n. 
On dit espace arithmétique réel ou complexe et on note R, et C, respective- 
ment. Si les vecteurs de dimension n sont mis sous la forme 


X= (a, @, ..., An), Y=(B1s Bas --.s Ba) 
les opérations sur ces vecteurs sont définies par les égalités 
x+y= (ot Bi, dot Bo, ..., œnt+B), 
Ax=(2a, low, ..., Âa,). 

Parmi les bases d’un espace arithmétique il y a une privilégiée par la 
nature même de cet espace. Nous appelons cette base, composée de vecteurs 
unités 

e,=(1, 0, 0, ..., 0), 
e,= (0, 1, 0, .. 0), 


(1.0.1) 


base naturelle d’un espace arithmétique. Son caractère particulier consiste 
dans le fait que dans cette base les coordonnées du vecteur x=(x;,œ,...,,) 
sont les nombres «,,æ&, ...,æ«, eux-mêmes et il est donc inutile de les cal- 
culer. 


2. Espace des polynômes de degré =». Le polynôme de degré k 
fO=&@+at+@f+...+a", a,%#0, (1.0.2) 


est envisagé comme un objet parfaitement défini par une collection ordon- 
née de coefficients &,, a, ..., 4,, et l’égalité de deux polynômes, comme la 
coïncidence de leurs coefficients de même indice. Des coefficients d’un 
polynôme peuvent être des nombres réels ou complexes; dans les problèmes 
on considère généralement le premier cas, et, dans cet ouvrage, l’espace 
des polynômes de degré =n à coefficients réels est noté M,. Les nombres 
réels ou complexes eux-mêmes sont considérés comme des polynômes de 
degré nul, à l’exception du nombre zéro, dont le degré n’est pas défini. 
Dans l'espace des polynômes ce nombre joue le rôle de l'élément nul. 
Les opérations sur les polynômes se ramènent aux opérations analogues 
sur leurs coefficients. 

Le polynôme (1.0.2) peut être envisagé également comme une fonction 
de variable f réelle ou complexe. Toutefois, la définition de l'égalité de deux 
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fonctions se distingue de la définition « algébrique » de l'égalité des poly- 
nômes adoptée dans ce qui précède; plus précisément, les fonctions sont 
considérées comme égales si leurs valeurs sont égales quelles que soient 
les valeurs de la variable. Il est évident que deux polynômes égaux au sens 
de la définition « algébrique » le seront également en tant que fonctions 
de t. Pourtant, la réciproque ne s’établit qu’à la fin du chapitre 4. C'est 
pourquoi dans les premiers quatre chapitres l’expression f(c) doit être 
interprétée comme une notation abrégée du nombre a,+a,c+ac?+ ... 
... +acf; l’épalité f(c)=d, comme une notation abrégée de la condition 
imposée aux coefficients des polynômes considérés; f(—), comme une 
notation abrégée du polynôme a—a,t+at?+...+(—1)at"; l'égalité 
f(D=f(-?, comme une notation abrégée des conditions a,=0, a;=0, ..., 
etc. 

Voici les problèmes de calcul posés dans un espace arithmétique, 
typiques du présent chapitre : 

1. Déterminer si le système de vecteurs donné est linéairement dépendant 
ou indépendant. 

2. Trouver le nombre maximal de vecteurs linéairement indépendants 
du système donné, qui s'appelle rang du système. 

3. Etablir si le vecteur x s’exprime par le système de vecteurs y,, ..., y, 
et, dans l’affirmative, calculer les coefficients de la décomposition : 


X=0Y1+ os +aYye 


Pour résoudre les problèmes 1 et 2 on applique la méthode des trans- 
formations élémentaires (cf. 1.2.17, 1.2.18). Elle consiste en principe à ra- 
mener le système donné sans changer le rang à un système de vecteurs 
dont l’indépendance linéaire ou le rang sont évidents. 

Le problème 3 se ramène à la résolution d’un système d'équations 
linéaires à l’aide de la méthode de Gauss ou méthode d'élimination successive 
des inconnues. A cet effet, sans changer l’ensemble des solutions du système, 
on réduit ce dernier à la forme la plus simple. Compte tenu des applications 
multiples de la méthode de Gauss dans les chapitres qui suivent nous en 
donnons une description détaillée. 

Soit le système d'équations linéaires 

Wxs+ APxet Prat + ax, = b$, 
dx + xt dYxs+ + dx, = DO), 
dx, + dx + Wrs+ ...+ dx =), (1.0.3) 


dixit dxe+ dxs+ + dx, = DD. 


Supposons que 4Ÿ;<0. On peut toujours l'obtenir si parmi les 4 il y a des 
coefficients différents de zéro, en permutant au besoin les équations du 
système et (ou) en changeant la numérotation des inconnues. Retranchons 
maintenant des deux membres de la deuxième équation les membres res- 
pectifs de la première, multipliés d’abord par 4@?/df), puis des deux membres 
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de la troisième équation, les membres respectifs de la première, multiphiés 
par d9)/d), etc. Nous aboutirons à un système de la forme suivante : 


dÿx, T ADxe+ WDxs+ + dix, — bp), 
dx, + dxs+ + dx =b9), 
dBxe + xs + dx, = b8, 


dx, + dt +de = bO), 


Ici dP= a, j=1, ..., n; bM=E$); les autres éléments changent d’après 
les formules 

1) 40) __ 1 
dj = d} a 


i, jæ2. Le premier pas de la méthode de Gauss est achevé. Le coefficient 
a) s'appelle pivot du premier pas. 

Supposons maintenant que parmi les &P, i, j=2, il y ait des coefficients 
différents de zéro et, en particulier, 440. Retranchons des deux membres 
de la troisième équation et de celles qui suivent les deux membres de la 
deuxième équation multipliée par les nombres respectifs 


at) 
do, bf= D pt), (1.0.4) 


a) 1) ) 
Age ds ag, 
as aie Ge 


On obtient alors le système 
dPx+ Wx+ WPxs+ + dx, = DE), 
dx, + xs + Sn ax = BE), 
afPxa+ ... + ax, = bb), 
dxs+ + dx, = DE); 
a) s'appelle pivot du deuxième pas. 
En poursuivant ainsi on réduit finalement notre système à la forme 
M br + dE Dr +... + drlx. + dx, +. + dx = bg), 
de Dr+ +0 x, + x, +... + dx = hf, 
dix, + dx, + HOT dx, = be), 
dx +... + ax = pt), 
0+x,+.…. .+0-x,= AT 
Ocx,+...+0.x, = pb), 
(1.0.5) 
Ici 0,20, dr 1)20, ..., 5) _,#0, aÿ-020. 


Si parmi les b£=1), ..., br Ù ji] y a des nombres non nuls, il est évident 
que le système (1.0.5) ne possède pas de solutions ou qu’il est incompatible. 


Le système équivalent (1.0.3) est donc incompatible lui aussi. Il est possible 
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aussi que l’incompatibilité d’un système se manifeste avant, si après l’élimi- 
nation successive on obtient l’équation 
Oxi+0-x+...+0°x,=b, bx0, 


ou si cette dernière est contenue dans le système initial. Il va de soi qu’une 
telle équation achève le processus. 

Si bf=...—bf" 020, le système (1.0.5) est compatible, et pour 
trouver ses solutions il suffit de traiter les r premières équations. Dans 
le cas r=n, ces n équations forment un ne triangulaire 


GE dat dan + dr XD 
dry, +...+ agi sl) ver an-Dx = bn), 

LD Xait x, = DE), 

de = = bA-D, 


Un tel système possède une solution unique : la dernière équation donne 
une valeur bien définie de x,; en la portant dans l’avant-dernière équation 
on obtient la valeur bien définie de x,_,, etc. Un système d’équations 
linéaires possédant une solution unique est dit déterminé. Ainsi, si le système 
(1.0.3) se prête à la réduction à une forme triangulaire, il est alors déterminé. 
Ce cas a toujours lieu si le vecteur se décompose suivant une base de l’espace. 

Pour r<n, les r premières équations de (1.0.5) constituent un système 
de forme trapézoïdale à nombre infini de solutions. En donnant aux ÿn- 
connues non principales X,:1, -.., X, des valeurs numériques arbitraires, 
nous trouvons par la méthode de Gauss des valeurs bien déterminées 
des inconnues x,, ..., x,. Cette méthode fournit toutes les solutions du 
système (1.0.5) et, par suite, du système (1.0.3). Un système d’équations 
linéaires à nombre infini de solutions est dit indéterminé. Ainsi, la forme 
trapézoïdale d’un système fini de la méthode de Gauss témoigne du caractère 
indéterminé du système initial (1.0.3). Il en sera ainsi, par exemple, si 
on cherche la décomposition du vecteur x par rapport au système linéaire- 
ment dépendant y,, ..., y, Sous la condition que x appartienne à 
LO, -.., Yu). 

Notons à titre de conclusion que toutes les transformations de la méthode 
de Gauss peuvent porter sur les éléments d’une matrice complète des coef- 
ficients du système (1.0.3) : 


dd... do Hp 
do do... d) bo 


de) dé). d HO 


Pour passer aux matrices successives 41, 4, ..., 4,_,, On applique les for- 
mules (1.0.4). La méthode des transformations élémentaires que nous recom- 
mandons d’utiliser pour résoudre les problèmes 1 et 2 est au fond une 
application de la méthode de Gauss à une matrice composée de vecteurs 
du système donné. 
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$ 1.1. Détermination de l’espace vectoriel 


Présentation des problèmes du paragraphe. Nous donnons ci-dessous plusieurs 
exemples d'espaces vectoriels, ainsi que des ensembles qui ne sont pas des espaces 
vectoriels. Nous traitons également (problèmes 1.1.17, 1.1.18) des axiomes de l'espace 
vectoriel. 


1.1.1. L'ensemble F, se compose d’un seul élément 6. Les opérations 
dans V, sont définies de la façon suivante : 

a) 0+0=06; 

b) 8=0 pour tout nombre 2 du corps P. Vérifier que V, est un espace 
vectoriel sur P. 

Pour chacun des ensembles suivants des vecteurs d’un plan établir 
si cet ensemble est un espace vectoriel par rapport aux opérations usuelles 
d’addition des vecteurs et de multiplication d’un vecteur par un nombre. 
Si la réponse est négative, montrer quelles propriétés d’un espace vectoriel 
ne sont pas remplies. On suppose que l’origine de chaque vecteur est un 
point fixé O du plan, ce point étant également l’origine d’un système carté- 
sien. 

1.1.2. Ensemble des vecteurs dont les extrémités appartiennent à la 
droite donnée. 

1.1.3. Ensemble des vecteurs dont les extrémités se situent a) dans 
le premier quadrant d’un système cartésien; b) dans le premier ou le troi- 
sième quadrant; c) dans le premier ou le deuxième quadrant. 

1.1.4. Ensemble des vecteurs qui forment avec le vecteur non nul 
donné a un angle w, 0=p=. 

1.1.5. Montrer que a) l’ensemble des nombres réels peut être considéré 
comme un espace vectoriel rationnel; b) l’ensemble des nombres complexes 
peut être considéré comme un espace vectoriel réel; c) en général, tout 
corps P peut être considéré comme un espace vectoriel sur le corps P,, 
sous-corps de P. 

1.1.6. Dans l’ensemble RŸ des nombres réels positifs on définit les 
opérations suivantes : 

a) «addition» x@y=xy (c’est-à-dire la multiplication usuelle des 
nombres x et y); 

b) « multiplication par un nombre réel » xo x=x* (c’est-à-dire élévation 
du nombre x à la puissance a). 

Vérifier s1 l’ensemble R* muni d’opérations indiquées est un espace 
vectoriel. 

1.1.7. Soit k l’ensemble des couples ordonnés de nombres réels x= 
= (a, a) muni d’opérations : 

a) si X=(a, æ) Et P= (Bars Be), alors x+y=(at+ Br, ao Pa); 

b) si pour tout nombre réel À, Ax=(2x,,æ), KR, sera-t-il un espace 
vectoriel réel? 

1.1.8. Changer dans le problème précédent la définition de la multipli- 
cation par un nombre : si x=(«, «.), alors Ax=(lu, x). Même ques- 
tüon. 
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1.1.9. Soit P, l’ensemble des collections ordonnées de k éléments du 
corps P : x=(x;,æ, ..., «,). Les opérations dans P, sont définies par les 
règles : 

a) si Xx=(x, Lans &y) et y=(B, Bas .. B,), alors x+y=(a« + 
+ Pis Got Bas -.., &pt Bx); 

b) pour tout À du corps P 


Ax=(Ao, te, .., À). 


Démontrer que ?, est un espace vectoriel sur le corps P. 
1.1.10. Soit Z() le corps de deux éléments 0 et 1, où les opérations 
sont données par les tableaux suivants : 


a) rap b) Pr 
1 


1 EE 


Construire l’espace vectoriel ZŸ (cf. problème 1.1.9). Montrer que, pour 
tout vecteur x de Z£), x+x=0. Calculer le nombre de vecteurs dans Z®?. 

1.1.11. Soit s l’ensemble des suites infinies de nombres réels x= 
=(&ys Moy +. Ans -..). S est muni d'opérations 

a) Si X=(a, &, ..., &n, ...)) P=(B1s Bas -..s Bas +) X+Y= (+1 
Apt Pos +. AntBns -..); 

b) pour tout À réel, 


Ax= (la, À, ..., ms, ...). 


s sera-t-il un espace vectoriel réel? 

1.1.12. Soit F l’ensemble des suites infinies de nombres réels dont 
les éléments satisfont à la relation «,=a,_,+a,_+, k=3, 4, .... Les opéra- 
tions sur les suites sont définies de même que dans le problème 1.1.11. 
F est-il un espace vectoriel? 

Vérifier dans ce qui suit si chacun des ensembles des polynômes à une 
variable à coefficients réels est un espace vectoriel par rapport aux opérations 
ordinaires d'addition des polynômes et de la multiplication d’un polynôme 
par un nombre. 

1.1.13. L'ensemble des polynômes de tous les degrés complété par zéro. 

1.1.14. L'ensemble des polynômes de degré =n complété par zéro. 

1.1.15. L’ensemble des polynômes de degré n donné. 

1.1.16. L'ensemble des polynômes /(r) satisfaisant aux conditions 

a) f(0)=1; 

b) f(0)=0; 

c) 2f(0)—3/(1)=0; 

d) f()+/(2)+ ...+/(k)=0. 
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1.1.17*. Donner un exemple d’un ensemble M tel qu'il vérifie tous 
les axiomes de l’espace vectoriel sauf 1-x=x pour tout x de M. Quel est 
l'intérêt de cet axiome dans la définition de l’espace vectoriel ? 

1.1.18*. Montrer que la commutativité de l’addition se déduit des 
autres axiomes de l’espace vectoriel. 


$ 1.2. Dépendance linéaire 


Présentation des problèmes du paragraphe. Outre les problèmes relatifs à la notion 
de la dépendance linéaire, nous donnons ci-dessus un outil de calcul permettant de dire 
si un système concret de vecteurs d'un espace arithmétique est linéairement dépendant 
ou indépendant. Ces procédés consistent à réaliser des transformations élémentaires 
du système. 


1.2.1. Prouver qu’un système de vecteurs contenant un vecteur nul 
est linéairement dépendant. 

1.2.2. Démontrer qu’un système de vecteurs dont deux vecteurs dif- 
fèrent par un facteur scalaire est linéairement dépendant. 

1.2.3. Montrer que si un système de vecteurs possède un sous-système 
linéairement dépendant, le système tout entier est aussi linéairement dé- 
pendant. 

1.2.4. Démontrer que dans un système de vecteurs linéairement in- 
dépendant tout sous-système est également linéairement indépendant. 

1.2.5. Soient le système de vecteurs x,, ..., x, linéairement indépendant 
et le système x;, ..., x, y linéairement dépendant. Prouver que le vecteur y 
s'exprime linéairement par les vecteurs x,, ..., x,. 

1.2.6. Montrer que dans le problème précédent la décomposition du 
vecteur y suivant le système x,, ..., x,, est unique. 

1.2.7. Supposons maintenant que la décomposition du vecteur y 
suivant un certain système x, ..., x, Soit unique. Démontrer que le 
système x,, ..., x, est linéairement indépendant. 

1.2.8. Soit le vecteur y exprimé linéairement par le système x;, ..., x, 
linéairement dépendant. Montrer que dans ce système y possède un nombre 
infini de décompositions distinctes. 

1.2.9. Soit x, y, z un système de vecteurs linéairement indépendant. 
Les systèmes de vecteurs 


a) X, X+y, x+y+z; D) x+y, y+2z, z+x; 
C) X—Y, }—2Z, z—x 
sont-ils linéairement indépendants ? 
1.2.10. Montrer que quels que soient les vecteurs x, y, z et les nombres 
a, B, y, le système de vecteurs «xx—fBy, yy—«xz, Bz—7yx est linéairement 
dépendant. | | 
1.2.11. Soient r, s, v des nombres réels distincts. Le système de poly- 


nômes 
rs), (nv), (—sX1-0) 
est-il linéairement dépendant ? 
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1.2.12. Trouver la combinaison linéaire 3x,—2x,+7x, des vecteurs 
de l’espace arithmétique R, 


x,=(3, 1, —7, 4), 
Xo—= (1, 5, 0, 6), 
x3=(— 1, 1, 3, 0). 


Discuter le résultat obtenu. Que peut-on dire du système de vecteurs 
X15 X29 Xs? 

1.2.13. On donne le système de polynômes /(9=1—1; f(1)=1+1; 
fO=1- 18; f(O=1+1+/2+ 8. Trouver les combinaisons linéaires 

a) Sfi+f2—4fs; 

b) f+9%%—4f4 | 
des polynômes de ce système. Discuter les résultats obtenus. Que peut-on 
dire du système de polynômes donné? 

1.2.14. Trouver d’autres décompositions du polynôme obtenu dans le 
problème 1.2.13 par rapport au système /,(r), f(r), fr), Ja(t). 

1.2.15. Démontrer l'indépendance linéaire du système de vecteurs 
de forme « trapézoïdale » de l’espace P, (cf. problème 1.1.9) : 


Yi=(@rs --.s Œips Li p+1s + + +5 Ugo M, g+1o 5 Lips Up fgio es CTI 
Y2=(0, .. 0, Le, p+19 ..., gs o,9+1° .….., Os » > 1+19 ... Xok)s 
Ya=(0, ..., 0, 0, ..., 0, &,gyrs +: Gars Ugstanr + + +» Aak)r 


Pres 00,550, 0,25 0m cs QE). (1.2.1) 


Ici & py1s La, g+1r - - +» &r,r+1 SONt les éléments du corps P différents de zéro. 
Au moins un des éléments «1, ..., x, est également non nul. 

1.2.16. Prouver que dans un espace des polynômes tout système fini 
de polynômes de différents degrés ne contenant pas de zéro est linéairement 
indépendant. 

1.2.17. Montrer que la dépendance (resp. l'indépendance) linéaire d’un 
système de vecteurs n’est pas violée par les transformations dites élémentaires 
du système : a) permutation de deux vecteurs du système; b) multiplication 
d’un vecteur par un nombre non nul; c) addition à l’un de ses vecteurs 
d’un autre vecteur multiplié par un nombre arbitraire. 

1.2.18. Démontrer qu’un système de vecteurs arbitraire d’un espace 
arithmétique peut être réduit par des transformations élémentaires à un 
système de vecteurs du type donné dans le problème 1.2.15, complété 
peut-être par quelques vecteurs nuls. Comment faut-il procéder pour 
déterminer si le système initial est linéairement dépendant ? 

Etablir dans ce qui suit si les systèmes de vecteurs des espaces arithmé- 
tiques sont linéairement dépendants : 


€1.2.19. x,=(—3, 1, 5), 1.2.20. x,=(4, — 12, 28), 
x=(6, —2, 15). x2=(—17, 21, —49). 
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y 12.21. x,=(1, 2, 3, 0), 
x2= (2, 4, 6, 1). 
1.2.22. x=(1, i, 2—i, 3+0, 
À X2=(1—i, 1+i, 1— 35, 4— 25). 


1.2.23. x,=(1, 2, 3), X1.2.24. x1=(1, 2, 3), 
È X2= (2, SE T), Xea—= (2, à T), 
Xs— (3, ÿ 10). X3— (3, 7, 11). 
1.2.25 X1=(1, 2, 3), ’ 
Æ x2=(2, 5, 7), 


Xs=(3, 7, 10+e). 
Ici € est un nombre aussi petit que l’on veut différent de zéro. 


1.2.26. x,=(1, 1, 1, 1), 1.2.27. =, — 3, 2, 1, 10), 

F& x2=(1, —1, —1, 1), —=(—1, 8, 1, —4,7), 
Xs=(1, —1, 1, —1), m=Qr 9, —3, 6), 

xa=(1, 1, —1, —1). —=(1, 3, —5, 9, 11). 


1.2.28*. Soit le système de vecteurs ne espace arithmétique 


X1=(@u; A9» Xin)s 
X2= (an; Ares -..s Lan), 


2e... 0000 ee ee e 


X,= (a, Lo 9 An) 


où s=<n. Démontrer que si eyl> Æ leyb =, ..., S, le système de 
vecteurs donné est linéairement dépendant. 


veloppes es. Kang d'un système de vecteurs 
$ 1.3. Envel linéaires. R d’ ème d 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans ce qui suit nous donnons des pro- 
blèmes associés à la détermination de l'enveloppe linéaire, de l'équivalence des systèmes, 
de la base et du rang du système de vecteurs donné, ainsi que quelques problèmes sur le 
calcul du rang et la construction de la base d’un système de vecteurs d’un espace arithmé- 
tique. La solution de ces derniers problèmes est recherchée là aussi à l'aide de la méthode 
des transformations élémentaires décrite dans le paragraphe précédent. 


Décrire les enveloppes linéaires des systèmes de vecteurs suivants de 
l’espace K, : 


1.3.1. x,=(1, 0, 0, O, O), 1.3.2. x,=(1, 0, 0, 0, 1), 
x3=(0, 0, 1, 0, O), x=(0, 1, 0, 1, 0), 
X3=(0, 0, 0, 0, 1). X3=(0, 0, 1, O, O). 

1.33. x1=(1, 0, 0,0, —1), 

X2=(0, 1, 0, 0, a 1), 
Xg=(0, 0, 1, 0, Den 1), 
Xx4=(0, 0, 0, 1, —1) 


2° 
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Trouver les enveloppes linéaires des systèmes de polynômes suivants : 

1.3.4. 1,1, Fr. 

1.3.5. 1+2,1+8, 1+1+6%. 

1.3.6. 1—,t1—-1,2—-1—r, 

1.3.7. 1—f,1t-f. 

1.3.8*. Examiner l'enveloppe linéaire des nombres 1, V3 dans l'en- 
semble des nombres réels envisagé comme un espace vectoriel rationnel. Le 

: | 


nombre V3 appartient-il à cette enveloppe? 

1.3.9. Si chaque vecteur du système y,, ..., y, est une combinaison 
linéaire des vecteurs x, ..., x,, On dit que le système y1, ..., y, S'exprime 
linéairement par le système x1, ..., x,. Démontrer la transitivité de la no- 
tion suivante : si le système }y,, ..., Ya s’exprime linéairement par le ne 
Lis ss Xe CE. 1e système Z1» ++. Z S’ EXprime linéairement par y1, ..., Ya 
le système z,, ..., z,S" exprime linéairement par x1, ..., Xme 

1.3.10. Montrer que si le système y:, ...,}, S "exprime linéairement 
par le système x,;, ..., x,, l'enveloppe linéaire du premier système est 
emboîtée dans l enveloppe linéaire du second Système. 

1.3.11. Le système de vecteurs z,, z. s'exprime linéairement par le 
système Vis Vas Vs Va: 

Z=2Yit Ye +3 


Z2= V1 SYat 4ys 24. 
A son tour, le système y, Yes Ys, 4 S’exprime linéairement par le système 
A CD 20 
Y1= X+ X2+ X3» 
Ye=Xit Xe Xs, 
Ys= X1— Xe X9 
Pa= —X1T XF Xs. 


Trouver l'expression des vecteurs z,, z, par les vecteurs x;, x, xs. 

1.3.12. Nous dirons équivalents pour deux systèmes de vecteurs 
X1» =. Xm Et Vis +++ Yns Si Chacun de ces systèmes s'exprime linéairement 
par l’autre. Démontrer que la relation d’équivalence des systèmes de vec- 
teurs est réflexive, symétrique et transitive. 

1.3.13. Montrer que deux systèmes de vecteurs sont équivalents si et 
seulement si leurs enveloppes linéaires coïncident. 

Les systèmes de vecteurs 


13.14. x, =(1, 0, O), ÿ1=(0, 0, 1), 
X2=(0, 1, O), Y2=(0, 1, 1), 
X3=(0, 0, 1);  ys=(1, 1, 1). 
1.3.15. x,=(1, 0, O), Y1=(1, 0, 0), 


X2=(0, 1,0),  y2=(0, 1, 1), 
Xs= (0, 0, 1); Ys=(1, 1, 1) 


sont-ils équivalents ? 
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1.3.16*. Démontrer que deux systèmes équivalents linéairement in- 
dépendants contiennent le même nombre de vecteurs. 

1.3.17. Dans le système de vecteurs x, ..., Xx,, JY1, -.., y, les vecteurs 
Vs -.., Y, S'expriment par les vecteurs x;, ..., x,. Montrer que le système 
Xps es Xmo Vis < + JA St équivalent au système x;, ..., x,. 

1.3.18*. Montrer que dans chaque système de vecteurs x;,, ..., x, 
contenant au moins un vecteur non nul on peut choisir un sous-système 
linéairement indépendant qui lui serait équivalent. (Tout système de ce type 
s'appelle base du système de vecteurs donné.) 

1.3.19. Montrer que toutes les bases du système donné x,, ..., x, 
se composent d’un même nombre de vecteurs. (Ce nombre s’appelle rang 
du système donné. Si tous les vecteurs du système sont nuls, son rang 
est nul par définition.) 

1.3.20. Soit r le rang du système x,, ..., x,. Démontrer que a) l’un 
quelconque de ses sous-systèmes contenant plus de r vecteurs est linéaire- 
ment dépendant; b) l’un quelconque de ses sous-systèmes indépendants 
contenant r vecteurs est une base du système donné. Noter que le problème a) 
entraîne que le rang d’un système de vecteurs est égal au nombre maximal 
de ses vecteurs linéairement indépendants. 

1.3.21. Prouver que a) tout vecteur non nul du système de vecteurs 
donné peut être inclus dans une base de ce système; b) tout sous-système 
linéairement indépendant du système donné peut ètre complété jusqu’à 
la base de ce système. 

1.3.22. Démontrer que si le système y,, ..., y, s'exprime linéairement 
par le système x,, ..., x, le rang du premier système n'est pas supérieur 
au rang du second système. 

1.3.23. Démontrer que si le système y,, ..., y, s'exprime linéairement 
par le système x,, ..., x, le rang du système x,, ...,Xh;, Yo --., Y, est égal 
au rang du système X1, .-., Xm: 

1.3.24. Démontrer que les systèmes équivalents de vecteurs sont de 
même rang. La réciproque : deux systèmes quelconques de même rang 
sont équivalents, est-elle vraie ? 

1.3.25*. Prouver que si l’un des deux systèmes de vecteurs de même 
rang s'exprime linéairement par l’autre, ces systèmes sont équivalents. 

1.3.26. Démontrer que les transformations élémentaires d’un système 
de vecteurs ne changent pas son rang. 

1.3.27. Appliquer la méthode de la « réduction à la forme trapézoïdale » 
de 1.2.18 pour résoudre le problème suivant : déterminer le rang du système 
de vecteurs donné d’un espace arithmétique. 


Trouver le rang des systèmes de vecteurs suivants : 


13.28. x,=(1, 2, 3), 1.3.29. x,=(1, 4, 7, 10), 
X2= (4, 5, 6), _X2= (2, 5, 8, 11), 
X3— (7, 8, 9), X3— (3, 6, 9, 12). 


x,=(10, 11, 12). 
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1.3.30. x=(1, —1, 0, 0) 1.3.31. x=(1, —1, 0, O) 
x,=(0, 1, —1, 0) xe=(0, 1, —1, 0), 
X3=(0, 0. 1, 1) Xs=(0, 0, | — 1), 
x,=(0, 0, 0, 1), x=(—1, 0, 0, 1). 
xs=(7, —3, —4, 5) 

1.3.32. x,=(1, 10, 0, 0), 13.33. x=(1, 1, 1, 1, 1) 
X2=(0, 1, 10, O), Xo=(1, à, —1, —i, 1), 
x3=(0, 0, 1, 10), (1 1, 1: 1) 
x,=(10-%, 0, 0, 1). (ls 6 DL 6 D. 


1.3.34*. Appliquer la méthode du problème 1.3.27 à la recherche de 
l’une quelconque des bases du système de vecteurs donné d’un espace 
arithmétique. 

Trouver l’une quelconque des bases de chacun des systèmes de vecteurs 
suivants : 


13.35. x:=(—1, 4, —3, —2), 1.3.36. x,=(0, 2, —1), 


x=(3, —7, 5, 3), x=(3, 7, 1), 
X3=(3, —2, 1, 0), Xs=(2, 0, 3), 
x=(—4, 1, 0, 1). x=(5, 1, 8). 


1.3.37*. x,=(14, —27, —49, 113), 
x3=(43, —82, —145, 340), 
x3=(—29, 55, 96, —227), 
x,=(85, —163, —293, 677). 


1.3.38. x1=(3—1i, 1—2i, —7+5i, 4+ 35), 
xo=(1+3i, 1+i, —6—7i, 4i), 
x3=( 0, 1, 1, —3) 


1.3.39*. Dans le système x,, ..., x, les vecteurs x, ..., x, engendrent 
une base où n'entre pas le vecteur non nul x,. Prouver que parmi les vecteurs 
de base il existe un vecteur x; tel qu’en le remplaçant dans le sous-système 
Xhs --., Xi, Par le vecteur x, on obtient une nouvelle base du système 
Xi, +. Xn- Un tel vecteur x,, sera-t-il unique ? 

* 1.3.40*. Que peut-on dire d’un système de vecteurs de rang r s’il 
possède a) une base unique; b) deux bases exactement; c) trois bases exacte- 
ment? On dit que deux bases sont égales si elles ne diffèrent que par l’ordre 
des vecteurs. 

Trouver toutes les bases des vecteurs suivants : 


1.3.41. x,=(4, —2, 12, 8), 1.3.42. x,=(1, 2, 3, 0, —1), 
Xa=(—6, 12, 9, 13), X2=(0, 1, 1, 1, O), 
X3=(—10, 5, —30, —20), Xa=(1, 3, 4, 1, —1). 
Xa=(— 14, 28, 21, —7). 

1.3.43. x;,=(1+i, 1—i, 2+ 3), 

Xo= à, le. 2.) 
X3=(1—i, —1—i, 3-25), 
X=( 4, — di, 10+25). 
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1.3.44*. Appliquer la méthode du problème 1.3.27 pour résoudre le 
problème suivant : pour des systèmes de vecteurs donnés y,, ..., y, et x1, 
... Xn d’un espace arithmétique établir si le premier système s’exprime 
par le second. 

1.3.45. On donne deux systèmes de vecteurs : 


X1= (1, 1, 1), Y1=(1, 2, 3), 
X2=(1, 0, —1), y2=(0, 1, 2), 
Xa= (1, 3, 5); Ya=(3, 4, 5), 

Ya= (4, 6, 8). 


Le système y,, }2, Vs, y, S’exprime-t-il linéairement par le système x,, x, x3? 
1.3.46. Les systèmes de vecteurs du problème précédent sont-ils 
équivalents ? | 


$ 1.4. Base et dimension de l’espace 


Présentation des problèmes du paragraphe. II commence par des exemples d'espaces 
vectoriels de dimensions finie et infinie pour ne considérer ensuite jusqu'à la fin de l’ouvrage 
que des espaces de dimensions finies. Puis vient la discussion sur la notion de base. 
Si dans un espace vectoriel on fixe une base, les problèmes relatifs aux é!'éments de cet 
espace se réduisent à l’aide de coordonnées aux problèmes analogues concernant les 
vecteurs d’un espace arithmétique. Certains de ces problèmes (recherche du rang d'un 
système de vecteurs, de la dimension et de la base d’une enveloppe linéaire, etc.) se résolvent 
par la méthode des transformations élémentaires; d’autres (par exemple, la décomposition 
suivant la base) se ramènent à la résolution (comme on le sait à l'avance) de certains 
systèmes d'équations linéaires qu'il est le plus avantageux de calculer par la méthode 
de Gauss. Le paragraphe se termine par des problèmes consacrés aux sous-espaces 
vectoriels. 


Pour chacun des espaces vectoriels ci-dessous déterminer si c'est un 
espace à dimension finie. Dans l’affirmative, trouver la dimension et cons- 
truire l’une quelconque des bases de l’espace. 

1.4.1. Espace R (cf. problème 1.1.5). 

1.4.2. Espace P, dont les vecteurs sont des collections ordonnées de k 
éléments du corps P (cf. problème 1.1.9). 

1.4.3. Espace s de toutes les suites réelles infinies (cf. problème 1.1.11). 

1.4.4. Espace F des suites réelles infinies dont les éléments vérifient 
la relation a«,=x,_,+@_», K=3, 4, ... (cf. problème 1.1.12). 

1.4.5. Espace M des polynômes de tous les degrés (cf. problème 1.1.13). 

1.4.6. Espace M, des polynômes de degrés ne dépassant pas le nombre 
non négatif donné nr (cf. problème 1.1.14). 

1.4.7. Déterminer la dimension du corps des nombres complexes 
considéré comme a) un espace vectoriel complexe; b) un espace vectoriel 
réel. 

1.4.8. Soit C, l’ensemble des collections ordonnées de nr nombres 
complexes à définition usuelle des opérations sur ces collections (cf. pro- 
blème 1.1.9). Trouver la dimension de C, a) comme d’un espace complexe; 
b) comme d’un espace réel. 
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Montrer que les systèmes de vecteurs suivants sont les bases de l’espace 
Ar 
1.4.9. x,=(1, 2, 3, ..., n), 
X2=(0, 2, 3, ...,n), 


x=(1,1,...,1, 1, 0), 


1.4.11. x1=(1, 1, 1,1, ..., 1), 


x.=(0,1,1,1,..., 1), 


1.4.12. Démontrer que dans l’espace des polynômes de degré =n une 
base est constituée par tout système de polynômes non nuls contenant un 
polynôme de chaque degré de k, k=0, 1,2, ...,n 

1.4.13. Etablir lequel des deux systèmes de vecteurs suivants est une 
base de l’espace ne : 


a) X1=(], 2, — > 2) b) X1= (1, 2; — À], — 2), 
x=(2, 3 2 1), xe=(2, 3, 0, —1), 
Xa=(1, 2, 1, 3), Xa= (1, 2 1, 4), 
X4=(1, 3, —1, 0); X4=(1, 3, —1, O). 


Dans ce qui suit nous ne traitons que des espaces de dimension finie. 


1.4.14. Démontrer que a) tout vecteur non nul d’un espace peut être 
inclus dans une base quelconque de cet espace; b) tout système de vecteurs 
linéairement indépendant peut être complété jusqu’à une base de l’espace. 

1.4.15. Trouver dans l’espace R, deux bases distinctes aux vecteurs 
communs e,=(1, 1, 0, O)et e,=(0, 0, 1, 1). 

1.4.16. Compléter le système de polynômes 15+1r1, 15— 313, 154+2r, 
1— 1 jusqu’à la base de l’espace M. 

1.4.17. Démontrer que la décomposition d’un vecteur suivant toute 
base est unique. 

1.4.18. Supposons que tout vecteur d’un espace VW s'exprime linéaire- 
ment par le système e,, ..., e,; en outre, pour un certain vecteur x, la 
décomposition suivant ce système est unique. Démontrer que les vecteurs 
esse PS une base de l’espace F. 

1.4.19. Soit €, --., €, une base arbitraire d’un espace V. Démontrer 
que 
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a) les coordonnées du vecteur x+ y dans la base e,, ..., e, sont égales 
aux sommes des coordonnées de même indice des vecteurs x et y dans 
cette même base; 

b) les coordonnées du vecteur 1x dans la base e,, ..., e, sont égales 
aux coordonnées de même indice du vecteur x multipliées par le nombre 1. 

1.4.20. Une certaine base e,, ..., e, est fixée dans un espace F. À chaque 
vecteur x on fait correspondre la ligne de ses coordonnées dans cette base : 


X—X,= (A, Nos 5 An). 
Démontrer que 


a) la dépendance (resp. l'indépendance) linéaire d’un système de vecteurs 
x, Y, ..., z entraîne la dépendance (resp. l'indépendance) linéaire d’un 
système de lignes x,, }., ..., z. considérées comme éléments de l’espace 
arithmétique correspondant; 

b) le rang d’un système de vecteurs x, y, ..., z est égal au rang du 
système de lignes x,, p., ..., Ze; 

c) si un vecteur x s'exprime linéairement par un système x, y, ..., z, 
c'est-à-dire si u—=Àx+uy+...+vz, ceci est également vrai pour les lignes 
Us Xes Ves ses Ze tt U=AX, + UYet ... +72. 

Trouver le rang et une base quelconque de chacun des systèmes de 
polynômes : 

1.4.21. 32+21+1, 4+31+2, 3+21+3, +141, 4+31+4. 

1.4.22. 15+212+31+4, 215+38+41+5, 31+4/+51+6, 41+ 51° +61+ 
+7. 
Vérifier si les vecteurs e,, ..., e, engendrent une base de l’espace R, 
et trouver les coordonnées du vecteur x dans cette base : 

1.4.23. e,=(2, 2, — 1), e=(2, — 1, 2), e=(— 1, 2, 2), x=(1, 1, 1). 

1.4.24. e,=(1, 5, 3), e,=(2, 7, 3), e:3=(3, 9, 4); x=(2, 1, 1). 

1.4.25. e,=(1, 2, —1, —2), e=(2, 3, 0, —1), e;=(1, 2, 1, 4), e=(1, 
3, — 1, 0); x=(7, 14, — 1, 2). 

1.4.26. e,=(1, 2, 1, 1), e=(2, 3, 1, 0), es=(3, 1, 1, —2), e,=(4, 2, 
— 1, —6); x=(0, 0, 2, 7). 

1.4.27. Calculer les coordonnées du polynôme 1#5—1#+1%—1—1+1 
dans chacune des bases suivantes de l’espace M, : 

a)1,1,F,0, 0,85; 

b) 1,r+1, +1, 141, +1, +1]; 

C) 1448, 1418, +18, 18, His, +0, 

1.4.28. Vérifier si les suites 

e,=(2, 3, 5, 8, 13, ..….), 
(1,239, 8;::.) 


engendrent une base de l'espace F (cf. problème 1.1.12) et décomposer 
suivant cette base la suite 


e=(1, 1, 2,3,5,8, ...). 
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1.4.29. Montrer que l'enveloppe linéaire tendue sur un système de 
vecteurs fini arbitraire d’un espace vectoriel V est un sous-espace vectoriel 
de cet espace. 

1.4.30. Soit V un espace vectoriel de dimension nr. Démontrer que tout 
sous-espace vectoriel de Ÿ est de dimension finie ne dépassant pas n. 

1.4.31. Démontrer que si L est un sous-espace vectoriel d’un espace 
V et la dimension de L est égale à celle de Y, L se confond avec F. 

1.4.32. Prouver que tout sous-espace d’un espace V de dimension n 
peut être considéré comme une enveloppe linéaire d’un certain système 
de vecteurs, le système à choisir pouvant être composé au plus de n vecteurs. 

1.4.33. Démontrer que dans un espace W de dimension # on peut 
trouver un sous-espace vectoriel de n’importe quelle dimension k, 0=<k=n. 

1.4.34. Un sous-espace vectoriel L est tendu sur un système de vecteurs 
X1, -.., X,. Démontrer que la dimension de Lest égale au rang du système 
X1 --., X, t que comme base on peut choisir toute base de ce système. 

Déterminer la dimension et trouver une base quelconque des sous- 
espaces vectoriels tendus sur les systèmes suivants de vecteurs d’un espace 
arithmétique : 

1.4.35. x,=(1, 2, 2, —1), x,=(2, 3, 2, 5), x3=(—1, 4, 3, —1), x,=(2, 
9, 3, 5) 

1.4.36. x,=(—3, 1, 5, 3, 2), x, = (2, 3, 0, 1, 0), x;,=(1, 2, 3, 2, 1), x,=(3, 
—S, —1, —3, —1), x;=(3, 0, 1, 0, O). 

1.4.37. Trouver une base quelconque et la dimension du sous-espace 
L de l’espace R, si L est donné par l’équation 


Qt ...+a,=0. 


1.4.38. Dans l’espace M, des polynômes de degré =n à coefficients 
réels on examine les sous-ensembles des polynômes vérifiant les conditions 
a) f(0)=0; b) f(1)=0; c) f(a)=0 respectivement, où a est un nombre réel 
quelconque; d) f(0)=/f(1)=0 respectivement. Vérifier si chacun des sous- 
ensembles envisagés est un sous-espace vectoriel de l’espace M, et déterminer 
les dimensions de ces sous-espaces. 

1.4.39. Trouver la dimension et une base quelconque de l’enveloppe 
linéaire tendue sur le système de polynômes suivant : #+1; 194+3r—7; 
16—214+71; 16—41+4021. 

1.4.40. Soit L un sous-espace de dimension m d’un espace F de dimen- 
sion nr. Démontrer qu’on peut trouver une base e,, ..., e, de l’espace V 
telle que les premiers m vecteurs e;, ..., e, appartiennent au sous-espace L. 

1.4.41*. Démontrer que quel que soit le sous-espace L de dimension 
m d’un espace F de dimension n, où m=<n, 1l existe une base de F qui a) ne 
contient aucun vecteur de L; b) contient k vecteurs de L exactement, k<m. 

1.4.42. Composer une base de l’espace M, à partir de polynômes de 
degré cinq. 

1.4.43. Inversement : peut-on trouver une base de l’espace M, qui ne 
contient aucun polynôme de degré cinq? 
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$ 1.5. Somme et intersection des sous-espaces 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans le paragraphe qui suit nous nous 
sommes proposés les buts suivants : 

Donner des procédés de calcul d’une base de la somme et de l'intersection de deux 
espaces vectoriels. 

Indiquer les critères différents de la « droiture » d’une somme des sous-espaces. 

Attirer l'attention sur le fait que dans le cas général la décomposition d'un vecteur 
suivant les sous-espaces n'est pas unique. Elle ne sera unique que dans le cas d’une somme 
directe. Les sous-espaces dont la somme directe vaut l’espace vectoriel tout entier y 
jouent le rôle d’une base généralisée. 

Ilustrer cette circonstance que pour tout sous-espace il existe un supplémentaire 
(et non un seul). 


1.5.1. Démontrer que la somme et l’intersection de deux sous-espaces 
vectoriels d’un espace V sont elles-mêmes des sous-espaces vectoriels de 
cet espace. 

1.5.2. Examiner l’ensemble des sous-espaces vectoriels de l’espace Y 
donné muni de l’addition des sous-espaces. Vérifier si 

a) l’addition est associative; 

b) l’ensemble possède un élément nul. 

Cet ensemble formera-t-il un groupe? 

1.5.3. Examiner l’ensemble des sous-espaces vectoriels de l’espace 
donné muni de l'intersection des sous-espaces. Montrer que 

a) l’intersection est associative; 

b) l’ensemble possède un élément unité. 

1.5.4. Démontrer que quels que soient les SOUS espaces L, et L,, ils 
vérifient la formule 


dim L,+ dim L,= dim (L.+L,)+ dim (LNL,). 


Ici et dans ce qui suit dim L désigne la dimension de l’espace vectoriel L. 
1.5.5. Démontrer que pour tout p 


dim(L;+...+L,)=dimlZ;+...+dimz,. 


1.5.6. Soient Z, l'enveloppe linéaire des vecteurs x,, ..., x,; L, l’en- 
veloppe linéaire des vecteurs y,, ..., y,. Démontrer que la somme L,+L. 
est constituée d’une base quelconque du système x,, ..., X,, Pi, .-.., Ju. 
En particulier, la base de L,+L, peut s’obtenir en complétant la base de 
L(L). 

Trouver une base quelconque et la dimension de la somme du sous- 
espace L, tendu sur les vecteurs x;,, ..., x, et du sous-espace Z, tendu sur 
les vecteurs y,, ..., y. Déterminer également la dimension de leur intersec- 


1.5.7. x\= . à 1, 1), x2=(1, 1, 1, 2), x3=(—2, 0, 1, 1); y,=(-—1, 3, 
2, — 1), ÿe=(1, 1 » 0, —1). 
5.8. x,=(2, —5, 3, 4), x:=(1, 2, 0, —7), x3=(3, —6, 2, S); y,=(2, 
0, —4, 6), y2=(1, 1, 1, 1), y3=(3, 3, 1, 5). 
1.5.9*. Soient x,, ..., x, une base du sous-espace L,;; y1, ..., y, une 
base du sous-espace Z,. Soient, ensuite, x,,..., X,, }1, ..., y, une base du 


28 ESPACES VECTORIELS [Ch. 1 


Système X1, - - 3 Xgo Pis - - +) JV, et les vecteurs y,,1, ..., y,n’entrant pas dans 
cette base et dont la décomposition suivant cette base s’écrit 


Pi =anXit .. Xe + BnYi+ Sie + Bus, I=S+ k: d'étss L. 
Démontrer que le système de vecteurs z,, ..., z;_., où 


Zis= — Ban}. —Buÿst}n  i=S+1, ...,l, 
ou, ce qui revient au même, 
Zi-s=QnXit FAX ks I=S+ 1, .. l, 


engendre la base de l'intersection L,MNL,. 

Trouver la base de la somme et de l’intersection des sous-espaces 
vectoriels tendus sur les systèmes . DRE TE | Ya .…. }, respectivement : 

1.5.10. x, =(2, 1, 0), x,=(1, 2, 3), Xa=(—5, —2, 1); y,=(1, 1, 2), 
Ya=(—1, 3, 0), ys= (2, 0, 3). 

1.5.11. x; =(1, 1, 1, 1), xe=(1, 1, —1, —1), x3=(1, —1, 1, —1); m=(1, 
— 1, —1,1),7:=(2, —2, 0, 0), y:=(3, — 1, 1, 1). 

1.5.12. x, =(1, 2, 1, 1), x2= (2, 3, 1, 0), x3=1(3, 1, 1, —2); y,=(0, 4, 1, 3), 
Ye= (1, 0, —2, —6), y3=(1, 0, 3, 5) . 

1.5.13. Trouver pour le vecteur x=1(1, 0, 1) deux décompositions 
distinctes suivant les sous-espaces L, et L, du problème 1.5.10. 

1.5.14. Démontrer que la somme L des sous-espaces L;, ..., L, est 
somme directe si et seulement si la réunion des bases de ces sOuS-espaces 
donne la base L. 

1.5.15. Prouver que l’énoncé du problème 1.5.14 est équivalent à la 
condition : 

dim(Z+...+L,)=diml,+...+dimz,. 


1.5.16. Démontrer que le sous-espace L=L;+...+L, est somme 
directe des sous-espaces L,, ..., L, si et seulement si l'intersection de chacun 
des sous-espaces L,, 1=i= p, avec la somme des autres sous-espaces nest 
composée que du vecteur nul. 

1.5.17. Soit le système ordonné des sous-espaces L;, ..., L,. Vérifier 
si la condition nécessaire et suffisante donnée dans le problème 1.5.16 peut 
être affaiblie : plus précisément, l’intersection de chacun des sous-espaces 
L,,2=i=p, avec la somme des sous-espaces précédents ne doit être composée 
que du vecteur nul. 

1.5.18. Démontrer que la somme des sous-espaces L,, ..., L, est somme 
directe si et seulement si tout bé de vecteurs non nuls x, .. Xp PTS 
un à un de chaque L,, j=1, ..., p est linéairement indépendant. 

1.5.19. Démontrer que las somme directe des sous-espaces est associative : 
si L=L;+L, et L=L,+L,, on a L=L,+L,+L. 

1.5.20. Vérifier que la somme directe des sous-espaces vectoriels Z, 
et L, tendus sur les systèmes de vecteurs x,=(2, 3, 11, 5), x:=(1, 1, 5, 2); 
X— (0, 1, 1,1) et y,=(2, 1, 3, 2), y2=(1, 1, 3, 4), y3=(5, 2, 6, 2) respective- 
ment est l'espace R, tout entier et trouver la décomposition du vecteur 
x=(2, 0, 0, 3) suivant ces sous-espaces. 
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1.5.21. Démontrer que dans l’espace M, des polynômes de degré 
<n a) l’ensemble L, des polynômes pairs f(#) (c’est-à-dire tels que f(—r)= 
= f(r)) et l’ensemble L, des polynômes impairs (c’est-à-dire tels que f(— 1)= 
= — f(r)) sont des sous-espaces vectoriels; b) l'égalité 


M,=L+lL 
est vérifiée. 


1.5.22. Montrer que pour tout sous-espace L, d’un espace vectoriel Y 
il existe un supplémentaire, c’est-à-dire un sous-espace Z, tel que 


V=L+iL. 


Pour L, donné, le supplémentaire est-il déterminé d’une façon unique? 

1.5.23. Trouver deux supplémentaires distincts du sous-espace L tendu 
sur les vecteurs x,=1(1, 3, 0, —1), x:= (2, 5, 1, 2), x:=(1, 2, 1, 3). 

1.5.24. Trouver dans l’espace M, des polynômes de degré =n le sup- 
plémentaire du sous-espace L des polynômes qui satisfont à la condition 
f()=0. 

1.5.25. Un espace F est décomposé en somme directe des sous-espaces 
LL: Démontrer que 

a) si la décomposition d’un vecteur x est x=x,+...+x,, x;EL,, la 
décomposition du vecteur Àx suivant les sous-espaces L,, ..., L, est de 


la forme 
Ax= 2x, + “. .+Ax,; 


b) si y est un vecteur à décomposition y,+...+y,, y,€L,, la décom- 
position du vecteur x+ y suivant les sous-espaces L;, ..., L, est 


X+y=(a+r)+...+(x,+y,). 


CHAPITRE 2 


ESPACES EUCLIDIENS ET UNITAIRES 


$ 2.0. Terminologie et généralités 


Un espace vectoriel réel E est dit euclidien si à tout couple de vecteurs 
x, y de E on fait correspondre un nombre réel noté (x, y) et appelé produit 
scalaire des vecteurs x et y, tout en observant les conditions suivantes : 


1. (x, y)=0, x). 

2. (x+y, z)=(x, z)+(p, 2). 
3. (ax, y)=a(x, p). 

4. (x, x)>0, si xx 0. 


Ici x, y, z sont des vecteurs arbitraires de E; «, un nombre réel arbitraire. 
On appelle longueur du vecteur x le nombre (non négatif) 


| x1=V(, x). 
Le vecteur de longueur égale à l’unité est dit normé. 


Deux vecteurs quelconques x et y vérifient l’inégalité de Cauchy-Bounia- 
kovski : 
IG, »ni=ix|-1pl. 


On dit que les vecteurs x et y sont orthogonaux si leur produit scalaire 
est nul. Un système de vecteurs s’appelle système orthogonal si tous ses 
vecteurs sont orthogonaux deux à deux. 

Soit un système de vecteurs x;, x, ..., x, linéairement indépendant. 
Décrivons maintenant le processus d’orthogonalisation permettant de passer 
de ce système au système orthogonal y,, y:, ..., y, composé de vecteurs 
non nuls. 

Posons y,= x,. Les vecteurs consécutifs y,, ...,}y, se construisent d’après 
les formules : 


t—1 
p=x— Z'afy,, 1=2,...,k, 
{m1 
1 _ Cr, pi)  _ _- 
1 Gn, y)? = ], Sr | 1. 


On dit qu’une base d’un espace euclidien est orthogonale si l’espace est 
un système orthogonal. Si, de plus, les vecteurs de la base sont normés, on 
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dit que la base est orthonormée. Ainsi, une base orthonormée e,, ...,e, 
est définie par les relations 

Ce ef iii 
€ 4 | si iéj. 


Pour des vecteurs non nuls d’un espace euclidien on définit la notion 
d’angle. Le cosinus de l’angle composé par les vecteurs x et y est donné 
par la formule 

(x, >) 


cos GE 


Un espace vectoriel complexe U est dit unitaire si à tout couple de 
vecteurs, x, y de U on fait correspondre un nombre complexe noté (x, y) 
et appelé produit scalaire des vecteurs x et y, tout en observant les conditions 
suivantes : 


1. (x, y)=(p, x). 

2. (x+y, z)=(x, z)+(, 2). 
3. (ax, y)=a(x, y). 

4. (x, x)>0, si x 0. 


Dans un espace unitaire l’angle entre les vecteurs ne se détermine pas. 
Pourtant, tous les autres résultats et définitions de l’espace euclidien sont 
également vrais pour l’espace unitaire. 

Un exemple typique d’espace unitaire est celui de l’espace arithmétique 
R, dans lequel le produit scalaire des vecteurs x=(a«;, &, ...,æ,) et y=(B:, 
B2, -.., B,) est donné par la règle : 


(x, P)= Bi + Bet . +, B,. (2.0.1) 


De même, C, est un espace unitaire typique dans lequel on pose pour les 
vecteurs x et y 


(x, p)=0 Bit aBot ...+a Ph. (2.0.2) 


Dans les deux cas, il se trouve que la base naturelle de l’espace arithmétique 
est orthonormée. 
Quelques remarques encore sur les problèmes de calcul de ce chapitre. 
Supposons qu’il faut compléter un système orthogonal a, ..., a, de 
vecteurs non nuls d’un espace arithmétique jusqu’à une base orthogonale 
de cet espace. Cherchons le vecteur a,,, en partant des conditions d’orthogo- 


nalité : 
(@y415 A)=0, 
(Gi ’ a,) = 0. 


Ces conditions notées d’après la règle (2.0.1) ou (2.0.2) forment un système 
d'équations linéaires par rapport aux composantes du vecteur a,,1. On 
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peut prendre comme a,., une solution non nulle arbitraire de ce système. 
Maintenant, le vecteur a... s’obtient d’après les conditions : 


(As) a,)= 0, 


(G42, a)=0, 
(ar+2 dx+1)=0, 
etc. À chaque étape de ce processus, on peut utiliser les résultats des calculs 
précédents en résolvant les systèmes d’équations linéaires par la méthode 
de Gauss. 

D'une façon analogue on construit la base du supplémentaire orthogonal 
(cf. 2.3.2) de l’enveloppe linéaire du système de vecteurs donné d’un espace 
arithmétique. La méthode de Gauss peut être appliquée également pour 
calculer la projection du vecteur sur l'enveloppe linéaire donnée et construire 
une base biorthogonale à la base donnée (cf. 2.3.10 et 2.3.15). 


$ 2.1. Détermination de l’espace euclidien 


Présentation des problèmes du paragraphe. Voici les buts que nous nous proposons ici. 

Déduire les plus simples corollaires des axiomes du produit scalaire. 

Montrer que le produit scalaire peut être introduit dans tout espace vectoriel réel et, 
de plus, par un nombre infini de procédés. En parlant des espaces arithmétiques R,, nous 
donnons des moyens concrets de leur transformation en espaces euclidiens. 

Attirer l'attention du lecteur sur le fait que non seulement tout sous-espace d’un 
espace euclidien est encore un espace euclidien, mais inversement, un produit scalaire 
donné sur un sous-espace arbitraire d’un espace vectoriel peut aussi être « prolongé » 
sur cet espace tout entier. 

Enfin, nous avons voulu illustrer le rôle de l’axiome sur la positivité du carré scalaire. 


2.1.1. Démontrer que des axiomes du produit scalaire on déduit les 
propriétés suivantes : 

a) (x, Yi+}2)=(X, 71)+(x, ».) quels que soient les vecteurs de l’espace 
euclidien; 

b) (x, «y)=a(x, y) quels que soient les vecteurs x, y de l’espace euclidien 
et quel que soit le nombre réel «; 


C) (x1—X2, y)= (x15 Y)— Ce, }); 
d) (0, x)=0; 


€) (2 AX 8 127 2 > Dub })). 


2.1.2. Dont que de tout espace vectoriel réel on peut déterminer 
un produit scalaire. 

2.1.3. Introduire un produit scalaire dans l’espace arithmétique R, de 
dimension n. 

2.1.4. Introduire un produit scalaire dans l’espace M, des polynômes 
à coefficients réels de degré = n. 

2.1.5. Soit Y un espace euclidien muni d’un produit scalaire (x, y). 
Montrer que si l’on pose 

; (x, p}= (x, y), 
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où 2 est un nombre fixé positif, alors (x, y) vérifie également tous les axiomes 
du produit scalaire. Quel est le sens géométrique du passage de (x, y) à 
(x, y) dans l’espace tridimensionnel des vecteurs géométriques ? 

2.1.6. Démontrer que si (x, y), et (x, y). sont deux produits scalaires 
es du même espace vectoriel F, alors, dans F, 

a) (x, y)=(x, Yh+ (x Ph; 

b) (x, p)= 2x, Ph tx, Dhs 
où 2 et u sont des nombres non négatifs arbitraires non simultanément nuls, 
sont également des produits scalaires. 

2.1.7. Soient x=(x, x.) et y=(B,, PB.) des vecteurs arbitraires de l’espace 
arithmétique R,. Montrer que dans R, un produit scalaire peut être défini 
par l’un des procédés suivants : 

a) (x, Y)=&B1+ topo; 

b) (x, y)= 2x f1+ Safe; 

c) (x, Y)= uit bat et 240P2- 

Calculer le produit scalaire des vecteurs x=(1, 1) et y=(—3, 2) à l’aide 
de chacun de ces procédés. 

2.1.8*. Démontrer que dans R, un produit scalaire peut être donné 


par la formule 
(x, y)=ax1B1+ baiBat basBi+ Cabo 
si et seulement si a=0 et ac=b° simultanément. 
2.1.9*. Démontrer que dans R, un produit scalaire peut être introduit 
de la façon suivante : si x=(x,æ, &s) et Y=(B1; Ba, Bs), On a 


(x, 7)= 1001 B1+ 301 Bat 302 B1 + 222 Bo + a2Bs+ a3Pat a3B3- 
2.1.10*. Montrer que dans R, un produit scalaire peut être défini par 


la formule 
(x, Y)= an 1+ Go0Bot + amp + 
+ d0oB1 + donoBat +. + MontoBn+ 


+ anti + anna + + AnnXnbn , 
sous la condition que 


a) aj=ay ii}; 


n 
b) au 2 layl, i= ], ..s D. 
fa 


2.1.11. Soient a le vecteur fixé d’un espace euclidien W, « le nombre 
réel fixé. L'ensemble des vecteurs tels que (x, a)=« sera-t-il un sous-espace 
vectoriel de l’espace V? 

2.1.12. Démontrer que tout sous-espace d’un espace euclidien F est 
lui-même un espace euclidien au sens du produit scalaire donné dans Y. 

2.1.13. Un espace vectoriel V se décompose en une somme directe des 
sous-espaces L,, ..., L,. Sur chacun des sous-espaces L, on définit un 
produit scalaire. Montrer qu'on peut introduire un produit scalaire dans 


3 
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l’espace F tout entier en adoptant : si x et y sont des vecteurs arbitraires de 
V muni de décompositions suivant les sous-espaces L;, ..., L,, x=x;+... 
..+x, et y="+...4+y, respectivement, alors 


(x, })= (x Yh+ dE + (x; Yp}ps 


où le produit scalaire (x,, y,), se calcule d’après la règle définie dans L,. 
2.1.14. Dans l’espace arithmétique R, on définit pour les vecteurs x 


et ÿ de la forme 
X= (œ Los 0, 0), Ÿ=(B1 Ba; 0, 0) 


le produit scalaire 
(&, Pha= 181 + 2202; 
et pour les vecteurs X et ÿ de la forme 
X=(0, 0, as, x), ÿ=(0, 0, Ba, Ba) 
le produit scalaire 
(ZX, Pha= 2303 + aaBat els + 204B4 - 


Introduire (d’après le procédé décrit dans 2.1.13) le produit scalaire dans 
l’espace R, tout entier. Calculer d’après la règle obtenue le produit scalaire 
des vecteurs x=1(1, 2, 3, 4) et y=(—3, 1, —3, 2). 

2.1.15*. Un produit scalaire (x, y) est introduit sur un sous-espace 
L d’un espace vectoriel Y. Démontrer que le produit scalaire peut être 
défini dans F tout entier de façon que pour les vecteurs x et y de L ce produit 
coïncide avec le produit scalaire (x, y) initial. 

2.1.16*. Démontrer que pour des vecteurs x et y d’un espace euclidien 
l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski 


(x, y} = (x, x), p) 
devient égalité si et seulement si les vecteurs x et y sont linéairement dé- 
pendants. | 
2.1.17. En utilisant l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski démontrer les 
inégalités suivantes : 


(és (8e) (4) 
» (Gr) (8) (&4r) 


Ici &1, ..., «, et Pi, ..., B, Sont des nombres réels arbitraires; ,, ..., À 
des nombres positifs. 

2.1.18*. Dans la définition du produit scalaire remplacer le quatrième 
axiome par une condition plus faible : (x, x)=0 pour tout vecteur x. Démon- 
trer que dans un espace V muni d’un tel « produit scalaire » 

a) l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski est vérifiée; 

b) l’ensemble M des vecteurs x tels que (x, x)= 0 engendre un sous- 
espace; 


n 


$ 2.2.] ORTHOGONALITÉ, BASE ORTHONORMÉE, ORTHOGONALISATION 35 


c) pour tout x de M et tout y de F le produit scalaire s’annule; 
d) si N est un supplémentaire arbitraire de M et si 


X=XmTXN Y=YMTYN 


est la décomposition des vecteurs x et y suivant les sous-espaces M et N, 
pour les vecteurs x et y l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski devient égalité 
si et seulement si x} et y, sont linéairement dépendants. 

2.1.19. Rejeter dans la définition du produit scalaire le quatrième 
axiome. Dans ce cas là l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski aura-t-elle 
également lieu? 


$ 2.2. Orthogonalité, base orthonormée, orthogonalisation 


Présentation des problèmes du paragraphe. Ces problèmes se groupent autour de deux 
sujets principaux : 

Le processus d'orthogonalisation, son application à la construction d'une base 
orthogonale et à l'établissement de la dépendance linéaire du système de vecteurs donné. 

Les bases orthonormées d’un espace euclidien, leur rôle dans le calcul d’un produit 
scalaire. Nous avons voulu également montrer comment l'orthonormalité d'une base 
dépend du procédé appliqué pour définir le produit scalaire dans l’espace vectoriel donné. 


2.2.1. Démontrer que dans un espace euclidien E : 

a) le vecteur nul est le vecteur unique qui possède la propriété d’être 
orthogonal à tous les vecteurs de l’espace; 

b) si l'égalité (a, x)=(b, x) est vraie pour tout vecteur x de E, alors 
a=b. 

2.2.2. Démontrer que si x, y, ..., z est un système orthogonal de 
vecteurs, alors, quels que soient les nombres 2, u, ..., v, le système de 
vecteurs Àx, y, ..., vz est également orthogonal. 

2.2.3. Démontrer que si un vecteur x est orthogonal à chacun des 
vecteurs V1, ..., y, 11 est également orthogonal à toute combinaison linéaire 
de ces vecteurs. 

2.2.4. Démontrer qu’un système orthogonal de vecteurs non nuls est 
linéairement indépendant. 

Dans ce qui suit nous supposons que dans l’espace arithmétique R, le 
produit scalaire des vecteurs x=(a, «, ..., æ«,.) et y=(B1, Br, ..., BA) est 
donné par la formule 


(x, y)=ahit bot ...+a B,. (2.2.1) 
Orthogonaliser les systèmes suivants de vecteurs de l’espace R, : 


2.2.5. x,=(1, —2, 2), 2.2.6. x,=(1, 1, 1, 1), 
X:=(—1, 0, —1), X2=(3, 3, —1, —1), 
Xa=(5, —3, — 7). X3=(—2, 0, 6, 8). 
2.2.7*. Démontrer que l’orthogonalisation d’un système linéairement 
indépendant de vecteurs x,, ..., x, aboutit à un système orthogonal de 
vecteurs non nuls y,, ..., V4. 


3° 
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2.2.8. Démontrer que dans tout espace euclidien il existe a) une base 
orthogonale; b) une base orthonormée. 

2.2.9. Démontrer que a) tout vecteur non nul peut être inclus dans 
une certaine base orthogonale d’un espace euclidien; b) tout système 
orthogonal de vecteurs non nuls peut être complété jusqu’à une base 
orthogonale de l’espace. 

Vérifier si les systèmes de vecteurs suivants sont orthogonaux et les 
compléter jusqu’à des bases orthonormées : 


2.2.10. x,=(1, —2, 1, 3) 2.2.11. x=(1, —1, 1, —3), 
Xe=(2, 1, —3, 1). x>=(—4, 1, 5, 0). 


Compléter les systèmes de vecteurs suivants jusqu’à des bases orthonor- 
mées : 


2.2.14. Démontrer que dans des bases orthonormées d’un espace 
euclidien et seulement dans ces bases le produit scalaire de tout couple de 
vecteurs x et y s’exprime par leurs coordonnées à l’aide de la formule 


(x, p)=ub1+ . +a B,. 


2.2.15. Démontrer que dans une base orthonormée e,, ..., e, les 
coordonnées «,, ..., «, d’un vecteur x se calculent d’après les formules 


æ=(x, e;), i= 1, ..., n. 


2.2.16. Trouver la dimension du sous-espace engendré par tous les 
vecteurs x tels que (a, x)=0. Ici a est un vecteur non nul fixé d’un espace 
euclidien. 

2.2.17*. Soit e,, ..., e, une base orthonormée d’un espace euclidien. 
Trouver l'expression du produit scalaire des vecteurs arbitraires x et y par 
leurs coordonnées : 

a) dans la base Àe,, 2e,, ..., À,e,, où À,, À, ...,, sont des nombres 
non nuls; 

b) dans la base e,+e, @, 3, ...» ln: 

2.2.18. Supposons a nous avons appliqué l’orthogonalisation à un 
système de vecteurs x;, ..., x, arbitraire. Démontrer que 

a) si le système x, ..., x, est linéairement dépendant, à un certain pas 
de l’orthogonalisation on obtient le vecteur nul; 

b) si les vecteurs y,, ..., y;_\(/=k) obtenus par orthogonalisation sont 
non nuls, et si y,=0, alors le sous-système x,, ..., x,_, du système initial 
X1 --. X4 6St linéairement indépendant, et le vecteur x, s'exprime linéaire- 
ment par ce sous-système. 

En appliquant l’orthogonalisation construire une base orthogonale du 
sous-espace tendu sur le système de vecteurs donné : 
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2.2.19. x1=(2, 3, —4, —6),  2.2.20. x;=(1, 1, —1, —2), 


X2= 1, 8, —2, — 16), X=(—2, I, à. 11), 
Xa=(12, 5, —14, 5), X3=(0, 3, 3, 7), 
xy=(8, 11, 4, =) x=(3, —3, 3, —9). 


2.2.21. Démontrer que si le système de vecteurs de l’espace arithmétique 
numérique R, 
X1= (is ins Miss os Lun), 
Xa=(0, ons Lngs + + -y Lan), 
Xs=(0, 0, Lgg» 9 Lans 
Xn=(0, 0, 0, ...,x,,) 


engendre une base orthogonale de cet espace, alors : a) «#0, i=1, 
«7, b) œy=0, si l<]. 

2.2.22*. L'espace R(n=—1) possède une base orthogonale e,, ..., e, 
telle que les composantes de chaque vecteur e, prennent la valeur 1 ou — 1. 
Montrer que l’espace R, est de dimension 2 ou de dimension multiple de 4. 

2.2.23*. Soient le système linéairement indépendant de vecteurs 
Ni, --., X4 et deux systèmes orthogonaux de vecteurs y,, ...,Y,etz1,...,2 
tels que les vecteurs y, et z, s'expriment linéairement par x,, ...,x,(i=1, 

., k). Démontrer que y,=a,;z{i=1, ..., k), où x, 0. 

2.2.24. Un produit scalaire est introduit de façon arbitraire dans 
l'espace M, des polynômes de degré =n à coefficients réels. Prouver que 
dans l’espace euclidien obtenu 

a) il existe une base orthogonale contenant un polynôme de chaque 
degré k,0=k=n; 

b) si (1), 6), …..s Ja) Et Lo(f), LC), ..., g,(f) sont des bases ortho- 
gonales qui jouissent de la propriété indiquée, les polynômes entrant dans 
ces bases (la numérotation étant convenable) ne se distinguent que par des 
facteurs scalaires : g(f)=a, fi(r), i=0, 1, ...,n. 

2.2.25. Soit e,, ..., e, une base arbitraire d’un espace vectoriel réel Y. 
Démontrer qu’un produit scalaire peut être introduit dans de façon que 
le système de vecteurs e,, ..., e, soit une base orthonormée de l’espace 
euclidien obtenu. 

2.2.26. Déterminer le produit scalaire dans l'espace M, des polynômes 
de degré = n de façon que la base 

1n 
PE À D ct 
devienne orthonormée. 


$ 2.3. Supplémentaire orthogonal, sommes orthogonales des sous-espaces 


Présentation des problèmes du paragraphe. Les buts que se propose surtout le présent 
paragraphe sont : 

Montrer les différentes propriétés de la notion du supplémentaire orthogona! d'un 
sous-espace, d’un grand intérêt pour ce qui suit. 
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Donner des problèmes de calcul des supplémentaires orthogonaux, et, en particulier, 
attirer l'attention sur la relation entre ces problèmes et la résolution des systèmes d'équa- 
tions linéaires. Le problème de la perpendiculaire (cf. 2.3.10-2.3.14) adhère ici également. 

Indiquer le corollaire si utile des théorèmes des supplémentaires orthogonaux, qui 
traduit l'existence d’une base biorthogonale pour toute base d’un espace euclidien. 

Noter les traits communs entre les théorèmes des sommes directes des sous-espaces 
d’un espace vectoriel et les théorèmes des sommes orthogonalcs d'un espace euclidien. 
En particulier, la décomposition d’un espace euclidien en une somme orthogonale des 
sous-espaces est un analogue de la décomposition par rapport à une base orthonormée au 
même sens que les sous-cspaces dont la somme directe engendre l'espace vectoriel donné 
jouent dans cet espace le rôle d’une base généralisée. 


2.3.1. Soit L un sous-espace de dimension Æ d’un espace euclidien E, 
k-<n. Démontrer qu’il existe dans E un vecteur non nul orthogonal à tous 
les vecteurs de L (ou, en abrégé, orthogonal au sous-espace L). 

2.3.2. Démontrer que l’ensemble L1 des vecteurs orthogonaux au 
sous-espace L est également un sous-espace vectoriel. LL s'appelle sup- 
plémentaire orthogonal du sous-espace L. 

2.3.3. Soit L un sous-espace arbitraire d’un espace euclidien E. Démon- 
trer que ÆE est somme directe des sous-espaces L et L1. Porter l'attention 
sur la relation entre les dimensions des sous-espaces L et L1 qui se déduit 
de cette proposition. 

2.3.4. Démontrer que le supplémentaire orthogonal d’un sous-espace 
vectoriel d’un espace euclidien E jouit des propriétés suivantes : 

a) (L+)+=L; 

b) siZL,clL,onalLcli; 

©) (L+L) =Li 03; 

d) (AN2)"=Li+Ls; 

e) Et=0O, Ot=E. 

Ici O est le sous-espace nul ne contenant que le vecteur nul. 

2.3.5. La somme directe des sous-espaces L, et L, engendre l’espace 
euclidien E. Démontrer que ceci est également vrai pour leurs supplémen- 
taires orthogonaux, c’est-à-dire que E=Li + Li. 

2.3.6. Trouver la base du supplémentaire orthogonal L+ de l'enveloppe 
linéaire L du système suivant de vecteurs de l’espace R, : 


x=(1,3,0,2), x=(3,7, —1,2), x3=(2, 4,7—1, 0). 


2.3.7. Soit e, ..., e, une base orthonormée fixée dans un espace eucli- 
dien E. Démontrer que 
a) si 
dut + Got ... +44, =0, 
And + Gta t + Gr =0, 


Anti AnX2 + + dnnAn— 0 


est un système d’équations linéaires arbitraire à n inconnues, l’ensemble 
des vecteurs z dont les coordonnées dans la base e,, ..., e, satisfont à ce 
système, est un sous-espace vectoriel de l’espace E. Ce sous-espace est de 
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dimension n—r, où r est le rang du système de vecteurs suivant d’un espace 
arithmétique : 

Ni= (Gus yes ++. Anh 

To= (Gris Aues +. Gon)s 


Nn= (Am Amos - +» Amn); 

b) tout sous-espace L de E peut être décrit par un système d’équations 
linéaires. Ceci signifie qu’un vecteur z appartient au sous-espace L si et 
seulement si ses coordonnées dans la base e,, ..., e, vérifient le système 
donné. Si r est la dimension du sous-espace L, alors tout système qui décrit 
ce sous-espace se compose au moins de n—r équations; de plus, il existe 
un système composé exactement de n—r équations; 

c) les systèmes d’équations linéaires qui décrivent dans la base donnée 
le sous-espace L et son supplémentaire orthogonal L1 sont liés de la façon 
suivante : les coefficients du système qui décrit l’un de ces sous-espaces 
sont les coordonnées des vecteurs sur lesquels est tendu l’autre sous-espace. 

2.3.8. Dans l’espace M, des polynômes de degré = n à coefficients réels, 
le produit scalaire des polynômes f(}=æ+at+...+ar" et g(f)= 
=b,+b,(9+...+0b,f (les coefficients dominants des polynômes pouvant 
être nuls) est déterminé par la formule 


(J, g)=abo+ &bi+...+a,b,. (2.3.1) 
Trouver le supplémentaire orthogonal : 

a) du sous-espace des polynômes vérifiant la condition f(1)=0; 

b) du sous-espace des polynômes pairs de l’espace M. 

2.3.9. Trouver les systèmes d’équations linéaires qui décrivent le sous- 
espace L du problème 2.3.6 et son supplémentaire orthogonal L+. 

2.3.10. Soit L un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E. Démon- 
trer que tout vecteur x de E peut être représenté d’une façon et d’une seule 
sous la forme x=y+z, où y appartient à L et z est orthogonal à L. Le 
vecteur y s'appelle projection orthogonale du vecteur x sur le sous-espace Z, 
et z perpendiculaire abaissée de x sur L. Trouver pour le sous-espace L et 
le vecteur x donnés le mode de calcul de y et de z. 

2.3.11*. Soit x,, X2, ..., x, un système de vecteurs arbitraire d’un 
espace euclidien E. Démontrer que pour tout vecteur x de E le système 
d'équations linéaires 

Cas Xi + Cros Xtot +. + Ces Xi = (x, 1), 
(x; x) + (x2» Xa}o+ se + (Ces Xo)ax= (x; X2)» 


(rs Xe + Cros Xi t + Qc, Xi) = (x, xx) 


possède au moins une solution. Dans quel cas cette solution sera-t-elle 
unique ? 

Trouver la projection orthogonale et la perpendiculaire abaissée du 
vecteur x sur le sous-espace L. 
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2.3.12. x=(14, —3, —6, —7). L est tendu sur les vecteurs y, =(—3, 
0, 7, 6), ya=(1, 4, 3, 2), ys=(2, 2, —2, —2). 
2.3.13. x=(2, —5, 3, 4). L est tendu sur les vecteurs y,=(1, 3, 3, S), 
Ye= (1, 3, >, —3), Ya=(1, —5, 3, — 3). 
23.14. x=(—3, 0, —5, 9). L est donné par le système d'équations 
Ja +20+ a3— 244=0, 
Sas dat 3as+ 24=0, 
a+ 20 + Zu + 1004= 0. 


23.15. On dit biorthogonaux pour deux systèmes de vecteurs x;, ... 
…. Xe Et Jr, --., }, d’un espace euclidien, si 


1, i=}, 

(x, »m=T ii). 

Démontrer que chacun de deux systèmes biorthogonaux de vecteurs est 
linéairement indépendant. 

2.3.16. Démontrer que pour toute base d’un espace euclidien il existe 
une base biorthogonale et une seule. 

2.3.17. Soit e,, ..., e, et f1, ..., jf, un couple de bases biorthogonales 
d’un espace euclidien. Démontrer que pour tout k#, 1-=k-<n, le supplémen- 
taire orthogonal d’un sous-espace tendu sur les vecteurs e,, ..., e, coïncide 
avec l’enveloppe linéaire des vecteurs /,,1, ..., fn- 


Trouver les bases biorthogonales des bases suivantes de l’espace R, : 
2.3.18. e,=(1, 0, 0, 0),  2.3.19. e,=(1, 0, 1, O), 


&=(0, 2, 0, O), &=(0, 1, 2, 0) 
e,=(0, 0, 3, 0), e=(0, 0, 1, 0), 
e=(0, 0, 0, 4). e,=(0, 0, 3, 1). 
23.20. e=(1, 1,1, 1),  2.3.21. e,=(1, 1, 1, 1), 
e=(0, 1, 1, 1), e=(1, 1, —1, —1), 
e=(0, 0, 1, 1), e=(1, —1, 1, —1), 
e,=(0, 0, 0, 1). e=(1, —1, —1, 1). 


2.3.22. Dans un espace euclidien E on a fixé les bases biorthogonales 
Ex» +. En Et fis --. /,- Montrer que 

a) si x est un vecteur arbitraire de E, les coefficients «x, de sa décomposi- 
tion suivant la base e,,...,e,: x=ae+...—+a,e, se calculent d’après 
les formules «;,=(x, fi), i=1, ...,n; 

b) le produit scalaire des vecteurs arbitraires x et y est défini par la 
formule 


Ge, »= 2/0, e)= Sub 


Où B,, ..., B, sont les coefficients de la décomposition du vecteur y suivant 
la base j,, ...,f,. 
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2.3.23. Les sous-espaces vectoriels L;, ..., L, d’un espace euclidien E 
sont orthogonaux deux à deux (cela signifie que tout vecteur de chacun des 
sous-espaces L, est orthogonal à tous les autres sous-espaces). Démontrer 
que la somme des sous-espaces L;, ..., L, est leur somme directe. (La 
somme des sous-espaces orthogonaux deux à deux s'appelle somme orthogo- 
nale notée L,@...@L,.) 

2.3.24. Démontrer” que la somme ZL des sous-espaces L;, ..., L, est 
une somme orthogonale si et seulement si la réunion des bases orthogonales 
de ces sous-espaces donne la base orthogonale de L. 

2.3.25. Démontrer que la somme orthogonale des sous-espaces est 
commutative : si L=L.@L et, de plus, L=L@L,, on a 


L=Le@eLe@lLs. 


2.3.26. La somme directe des sous-espaces L;, ..., L, engendre l'espace 
euclidien E. Démontrer que cette somme sera orthogonale si et seulement 
si le produit scalaire des vecteurs quelconques x et y de E aux décompositions 
X= LS he et py=}\+...+y, respectivement, suivant les sous-espaces 
CRT , Vérifie l’égalité 


(x, P)= (x, P+... + (x, p,). 


2.3.27. Un espace vectoriel est décomposé d’une façon arbitraire en 
somme directe des sous-espaces V=L,+...+L,. Démontrer que dans 
V un produit scalaire peut être défini de façon” que les sous-spaces Z, 
soient orthogonaux deux à deux. 


$ 2.4. Longueurs, angles, distances 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans le présent paragraphe nous avons 
voulu : 

Donner quelques problèmes simples relatifs au calcul de la longueur, de l’angle et 
de la distance, et démontrer que les théorèmes de la géométrie euclidienne élémentaire 
restent vrais dans un espace euclidien arbitraire. 

Interpréter le problème de la décomposition d’un vecteur suivant les supplémentaires 
orthogonaux comme un problème de la plus courte distance entre un vecteur et un sous- 
espace. 

Définir l'angle entre un vecteur et un sous-espace et montrer que cette définition 
généralise la notion d'angle entre un vecteur et un plan d’un espace euclidien tridimen- 
sionnel. 


2.4.1. Démontrer que les longueurs des vecteurs x et y=ax vérifient 
l'égalité 
[yl=lall xl. 


2.4.2. Comment change l’angle entre les vecteurs non nuls x et y si 

a) on multiple le vecteur x par un nombre positif; b) on multiplie 
le vecteur x par un nombre négatif; c) on multiplie x et y par des nombres 
négatifs ? 

Dans les problèmes qui suivent, par analogie avec un espace euclidien 
tridimensionnel, le triplet ordonné de vecteurs x, y et x—}y d’un espace 
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euclidien arbitraire est considéré comme un triangle dont on dit qu’il est 
tendu sur les vecteurs x et y. On admet également que les diagonales d’un 
parallélogramme tendu sur les vecteurs x et y sont les vecteurs x+ y et x— y. 

2.4.3. Démontrer que les triangles tendus sur les vecteurs, x, y et ax, 
«y respectivement, où « est un nombre non nul arbitraire, ont les mêmes 
angles. 

2.4.4. Trouver les longueurs des côtés du triangle tendu sur les vecteurs 
de l'espace R,: x=(2, —1, 3, —2) et y=(3, 1,5, 1). Déterminer les angles 
compris entre les côtés du triangle constitués par les vecteurs x, p et x—y. 
Quels sont parmi ces angles ceux qu’il est logique de considérer comme 
intérieurs, et ceux comme extérieurs ? 

2.4.5. Formuler et démontrer le théorème des cosinus du triangle tendu 
sur les vecteurs x et y d’un espace euclidien arbitraire. 

2.4.6. Déterminer si le triangle tendu sur les polynômes +31 et 
2+21—1 est à angle aigu ou à angle obtus et si le produit scalaire des 
polynômes f ()=a,+a,t+ af? et g(r)=b,+ b,t+ b.f°? est défini par la formule : 
a) (S, 8)= @bo+ Gbi+ be; D) (F, 8)= 40bo+ 241b1+ ab. 

2.4.7. Démontrer le théorème de Pythagore et la réciproque : deux 
vecteurs x et y d’un espace euclidien sont orthogonaux si et seulement si 
[x-y{°=| x[?+] y [? e 

2.4.8. Démontrer que dans un triangle arbitraire d’un espace euclidien 

a) la longueur de chaque côté ne dépasse pas la somme des longueurs 
des deux autres côtés; 

b) la longueur de chaque côté n’est pas inférieure à la grandeur absolue 
de la différence entre les longueurs des deux autres côtés. 

2.4.9. Démontrer que dans le parallélogramme tendu sur les vecteurs 
x et y, la somme des carrés des longueurs des diagonales est égale à la 
somme des carrés des longueurs des côtés. 

2.4.10. Démontrer que | x|=]| y] si et seulement si les vecteurs x+y 
et x—y sont orthogonaux. Quel est le sens géométrique de cette proposi- 
tion ? 

2.4.11. Soient e,, ..., e, une base orthonormée d’un espace euclidien, 
x un vecteur normé arbitraire. Démontrer que les coordonnées du vecteur 
x dans la base e,, ..., e, sont égales aux cosinus des angles &1, ..., a, 
composés par x et les vecteurs de base. En déduire la relation 


COS® &,+ COS + ...+cos® x, = 1. 
2.4.12. On appelle distance entre les vecteurs x et y d’un espace euclidien 
le nombre 
e(x, p}=| x-y|. 
Montrer que la distance ainsi définie satisfait à l’inégalité triangulaire 
e(x, z)= (x, y)+ 007, 2) 
quels que soient les trois vecteurs x, y, z 


2.4.13. Prouver que pour les vecteurs x, y et z l’inégalité triangulaire 
devient égalité si et seulement si (x—y)=a(y—2), «=0. 
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2.4.14. Dans l’espace M, des polynômes de degré =n, le produit 
scalaire des polynômes | 


fÜ=a4+at+...+ar et g(=b,+bit+...+b,r 
est défini par la formule (2.3.1). Pour les polynômes donnés : 
A(=3P+21+1, f(=-F+21+1, 
fAD=3F+21+5, f(D= 3+51+2: 


a) trouver le polynôme /,(r) de degré =2 équidistant de /(?), f(?), fs(0), 
fQ); 

b) déterminer la distance entre f,(f) et chacun des polynômes /,(f), 
POMAOMAOE 

c) démontrer que tout polynôme de la forme 

A()+mst+...+mr 

est aussi équidistant de /.(r), fr), fr), fA(r), et déterminer sa distance 
jusqu’à ces polynômes. 

2.4.15*. Un sous-espace L et un vecteur arbitraire x sont donnés dans 
un espace euclidien. On appelle distance entre un vecteur x et un sous-espace 
L le nombre 

o(x, L)=inf o(x, p). 
EL 
Démontrer que 

a) la distance o(x, L) est égale à la longueur de la perpendiculaire abaissée 
de x sur Z,; 

b) le vecteur du sous-espace L le plus proche de x est la projection 
orthogonale de x sur L; 

c) pour tout y de L 
o(x+y, L)=e(x, L). 


2.4.16*. Le sous-espace L est somme orthogonale des sous-espaces 
L, et L,\. Le vecteur x est orthogonal au sous-espace Z,. Démontrer que 


e(x, L)= e(x, Li). 


2.4.17*. Soient a le vecteur fixé d’un espace euclidien, L le sous-espace 
de tous les vecteurs orthogonaux à a. Prouver que la distance entre un 
vecteur arbitraire x et le sous-espace L peut se calculer d’après la formule 


» 4 
e(x, = EL. 

2.4.18. Dans l’espace M, des polynômes de degré =n un produit 
scalaire se calcule d’après la formule (2.3.1) à l’aide des coefficients des 
polynômes. Trouver la distance entre le sous-espace M,_, engendré par 
les polynômes de degré =n—1 et 

a) le polynôme f"; 

b) le polynôme +4,14 ...+at+a; 

c) le polynôme af+a,_f""1+...+ait+a. 
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2.4.19. On considère dans l’espace M, muni encore de produit scalaire 
(2.3.1) le sous-espace des polynômes vérifiant la condition /(1)= 0. Démontrer 
que la distance entre un polynôme arbitraire g(f) et un sous-espace L vaut 


_ _&() 
o(g, L) ar 

2.4.20*. Un sous-espace L et un vecteur x sont donnés dans un espace 
euclidien. On appelle angle compris entre un vecteur x et un sous-espace L 
le plus petit des angles que forme x avec les vecteurs de L. Démontrer que 
l'angle compris entre x et L est égal à l’angle entre x et sa projection orthogo- 
nale y sur L. Montrer que parmi les vecteurs du sous-espace L, les vecteurs 
de la forme «y, «=0, et eux seuls forment un même angle avec le vecteur x. 

2.4.21. Démontrer que la somme des angles qu’un vecteur x forme 
avec un sous-espace arbitraire L et son supplémentaire orthogonal L+ 
est égale à +/2. 

2.4.22. Un espace euclidien E est décomposé en une somme orthogonale 
des sous-espaces Z,;, ..., L,. Démontrer que les angles &, ..., x, d’un 
vecteur arbitraire x avec les sous-espaces L,, ..., L, satisfont à la relation 


COS* &, + cos* a+ ...+cos® x = 1. 


Comparer cette formule avec celle du problème 2.4.11. 

2.4.23. Le sous-espace L est somme orthogonale des sous-espaces Z, 
et L,. Le vecteur x est orthogonal au sous-espace L,. Démontrer que l’angle 
compris entre x et L est égal à l’angle compris entre x et L.. 

Trouver l’angle entre un vecteur x et le sous-espace vectoriel tendu sur 
les vecteurs Y15 Vas 3 : 


2.424. x=(—3, 15, 1, —5);  2.4.25. x=(3, 1, V2, —2); 


Y1=(2, 3, — 4, — 6), Y1= (2, —1, 2, 1), 
Y2= (1, 8, — 2, — 16), Ye=(— 1, 2; —2, 1), 
ys=l, —5, —2, 10) ys=(—1, 1, —T, 0) 


$& 2.5. Espace unitaire 


Présentation des problèmes du paragraphe. Les problèmes qui suivent constituent 
surtout une répétition des problèmes donnés plus haut et qui concernent les espaces 
euclidiens. Nous avons voulu montrer par cette répétition que les faits essentiels prouvés 
pour un espace euclidien restent également vrais pour des espaces unitaires quelconques. 
Nous avons voulu aussi illustrer les différences entre la théorie du cas réel et du cas 
complexe, en particulier, en partant des théorèmes géométriques. A titre de conclusion 
nous décrivons le procédé de passage d’un espace euclidien à un espace unitaire (« com- 
plexification » de l’espace unitaire) et le passage inverse (« décomplexification »). 


2.5.1. Démontrer que les axiomes du produit scalaire dans un espace 
unitaire entraînent les propriétés suivantes : 

a) (x, Y1+2)=(X, j1)+(X, y.) quels que soient les vecteurs de l'espace 
unitaire; 

b) (x, ay)= &a(x, y) quels que soient les vecteurs x, y de l'espace unitaire 
et le nombre complexe «; 
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C) (0, x)=(x, De 0; | 
d) (2 XX À 81) 2 Ze y) 


2:5:2, re que dans tout espace vectoriel complexe on peut 
définir un produit scalaire. 

2.5.3. Introduire un produit scalaire dans l’espace arithmétique com- 
plexe C,, de dimension nr. 

2.5.4. Introduire un produit scalaire dans l’espace des polynômes de 
degré =n à coefficients complexes considéré comme un espace vectoriel 
complexe muni d’opérations usuelles d’addition des polynômes et de 
multiplication d’un polynôme par un nombre complexe. 

2.5.5. Démontrer que dans l’espace C, le produit scalaire des vecteurs 
X=(a, Mes, ..., Œn) Et Y=(B1s Bes - --, BA) est défini par la formule 

(x, DETACT PEN an ve ++ 
+ an + 290Pot . + GntoB + 


+0 B1t at Bet + at bn 
sous la condition que 


a) 4a;,/=à;, pour tout i, j; 


b) a,;> 2,|aj|, i= 1, es 
PT: 
2.5.6. Démontrer que, dans des bases orthonormées d’un espace unitaire 
et dans de telles bases seules, le produit scalaire de deux vecteurs x et y 
s'exprime par leurs coordonnées d’après la formule 
(x, P)=uB1+ Bet dis +aB,. 
2.5.7. Démontrer l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski pour un espace 


unitaire 
: | | G, =, x}, »). 
En déduire la relation 


Za8[=[Zte)(Z eue), 


OÙ Œys -- +9 An Et Pas - «+ B, Sont des nombres complexes arbitraires. 

2.5.8. Démontrer que dans un espace unitaire arbitraire le théorème 
de Pythagore reste vrai : si les vecteurs x et y sont orthogonaux, on a 

[xp {f=l x [$+l pif. 

Montrer également que la réciproque du théorème de Pythagore n'est pas 
vraie. 

2.5.9. Démontrer que les vecteurs x et y d’un espace unitaire sont 
orthogonaux si et seulement si 


[ax+Byl°=|ax|?+]By|? 
quels que soient les nombres « et B. 
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2.5.10. Démontrer que dans le cas d’un espace unitaire la proposition 
2.4.10 n’a pas lieu. Laquelle des deux propositions qui constituent le pro- 
blème cesse d’être vraic? 

2.5.11. Démontrer que, par contre, la proposition de 2.4.9 

[x+pl$+1x-ylf=21xf+21yf, 


est également vraie pour un espace unitaire. 
2.5.12. Démontrer l'égalité 


Hx, p)=|x+ px pl +ilx+ ip x —ipf*. (2.5.1) 


2.5.13*. Soient R l’espace réel, C l'ensemble des sommes formelles 
x+iy, où XxER, yE R. Démontrer que 
a) si dans l’ensemble C les opérations linéaires sont définies par les 
formules 
Cat) + (rot ipa)= (Xi X2) + O1 Pa), 
A+ ip)= (a+ iB)(x+ iy)= (ax — By)+ i(ay+Bx), 


où ÀA=a+iB est un nombre complexe arbitraire, l’ensemble C est un espace 
vectoriel complexe; 

b) le système de vecteurs x,, ..., x, de l’espace R est linéairement 
dépendant ou linéairement indépendant de même que le système de vecteurs 
x1+10, ..., x,+10 de l’espace C'; 

c) la dimension de l’espace C est égale à celle de l’espace R. 

Le procédé décrit de la construction d’un espace complexe de même 
dimension d’après un espace vectoriel donné réel R s’appelle complexi fication 
de l’espace R. 

2.5.14. Soient R l’espace euclidien muni de produit scalaire (x, J'), 
C l’espace complexe obtenu de R par complexification. Démontrer que 

a) l’espace C peut être transformé en un espace unitaire en y introduisant 
un produit scalaire par la formule 


(Xi+ 1s Xot ia) = [Co Xe) + 15 Ya)]+ O1 Xe) — (15 Y2)]; 


b) sie,, ...,e, est un système orthogonal de vecteurs de R, dans l’espace 
C muni de produit scalaire en question le système de vecteurs e,+10, .. 
.., + i0 est orthogonal lui aussi; 
c) si &, ..., e, est une base orthonormée de R, on a que e;+i0, ... 
..» +10 est une base orthonormée de C. 

2.5.15. Complexifier l’espace arithmétique réel R, de dimension 7 (muni 
de produit scalaire ordinaire). Quel est l’espace complexe qu’on obtient 
ainsi ? 

2.5.16. Soit C un espace complexe arbitraire. Démontrer que l’ensemble 
des vecteurs qui engendrent C peut être considéré également comme l’espace 
vectoriel réel R où a) l’addition coïncide avec l’addition dans C; b) pour 
tout nombre réel « et tout vecteur z 


az=(x+ i0)z, 
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où le deuxième membre est le produit du vecteur z par le nombre x+i0 
défini dans C. Le passage de l’espace complexe C à l’espace réel R s’appelle 
décomplexi fication de l’espace C. 

2.5.17*. Soient C un espace complexe de dimension n, R l'espace réel 
obtenu de C par décomplexification. Démontrer que 

a) Si Z1, ..., Z, est un système linéairement indépendant (linéairement 
dépendant) de vecteurs de C, alors z,, iz,, ..., z,, iz, est un système linéaire- 
ment indépendant (linéairement dépendant) de vecteurs de R (le produit £z, 
défini d’après les formules données dans C est précisément un élément de 
cet espace, et, par conséquent, un élément de R). 

b) la dimension de R est 2n; de plus, à toute base e,, ...,e, de C corres- 
pond la base e,, ie,, ...,e,,ie, de R. 

2.5.18*. Soient C l’espace unitaire de dimension n muni de produit 
scalaire (x, y), R l’espace réel obtenu de C par décomplexification. Démon- 
trer que 

a) R peut être transformé en un espace euclidien s’il est muni d’un 
produit scalaire d’après la formule 


(Z15 Z)= Re (21, 22); 


b) pour tout vecteur z de C, les vecteurs z et iz considérés comme des 
éléments de l’espace euclidien obtenu sont orthogonaux; 

c) sie, ..., e, est un système orthogonal de vecteurs de C, le système 
de vecteurs e,, ie,, ..., e,, ie, est orthogonal dans R; 

d) sie;, ..., e, est une base orthonormée de C, le système de vecteurs 
Es O1» +. En ie, est une base orthonormée de R. 

2.5.19. Démontrer que l’espace arithmétique complexe C, de dimension 
n peut être décomplexifié en faisant correspondre à tout vecteur z=(x;+ i8,, 

-…. An+iB,) de C, le vecteur («;, ...,æ&;, B1, ..., B,) de l’espace arithmé- 

tique réel R,,. Quel est le vecteur de R,, qui est associé au vecteur iz? 
Quel produit scalaire est induit dans R,, si C, est muni d’un produit 
scalaire ordinaire : pour z=(,, ...,/,)etw={lu, ..., u,) on pose (z, w)= 
=(hit...+4,8,)7 


CHAPITRE 3 


DÉTERMINANTS 


$ 3.0. Terminologie et généralités 


Soit X1, Xe, - -., X, un Système arbitraire de vecteurs d’un espace euclidien 
ou unitaire. Posons 
L,= O, L,=L(x,, ... Xy). 


Désignons par y, la perpendiculaire abaissée de x, sur le sous-espace 
L;,: . 

On appelle volume d’un parallélépipède tendu sur un système de vecteurs 
X1» Xos +. X, le nombre 


V1 X9s Xn)= [T1 val. (3.0.1) 


Il est évident que le volume d’un tel parallélépipède est nul si et seulement 
si le système x;,, x, ..., x, est linéairement dépendant. Puisque 


BASE AE k=1, cs D, 


le volume d’un parallélépipède vérifie l’inégalité d’'Hadamard 


V(x, X99 X)S [xx (3.0.2) 


l'égalité ayant lieu si et seulement si parmi les vecteurs x,, x°, ..., x, un 
vecteur au moins est nul, ou si ces vecteurs sont orthogonaux deux à deux. 

En suivant V. Voïévodine, nous donnerons au volume orienté V+(x;, 
X2» --. Xh) d'un parällélépipède tendu sur un système de vecteurs x;, x, 
..., X, une définition axiomatique. Plus précisément, nous imposerons que 


1. Vt(x,,x:, ...,x,) soit une fonction linéaire de chacun de ses variables 
vectorielles x;, x, ..., X,. 

2. VE(x,, x, ..., X,)=0, si le système x,, x2, ..., x, est linéairement 
dépendant; 

3. Vt(e,, e, ..., e,)=]1 pour une certaine base orthonormée e;, e:, 


... ln: 


On peut montrer (cf. V. Voiïévodine, Algèbre linéaire, chapitre 4) 
que le volume orienté d’un parallélépipède existe bien et qu’il est égal en 
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module au volume de ce même parallélépipède. I1 s’avère, en particulier, 
que la condition 
VE(xy, Xos +. Xn)=0 


est nécessaire et suffisante pour assurer la dépendance linéaire du système 
de vecteurs x, Xo, +.» Xn- 

Un volume orienté n’étant pas bien défini, pour rendre évident le 
volume orienté concret il faut indiquer la base orthonormée e,, &, ...,e, 
où sa valeur vaut l’unité. 

On appelle matrice carrée d'ordre n un tableau numérique carré composé 
de n lignes et n colonnes 


Les éléments a,, d’une matrice À peuvent être des nombres réels ou com- 
plexes; les matrices respectives sont alors dites réelles ou complexes. 

On dit que les éléments &1, @, ...,4,, ConStituent la diagonale principale 
de la matrice 4; tous les autres éléments a,,, i <j, sont dits hors diagonaux. 
La matrice dont tous les éléments hors diagonaux sont nuls est dite diagonale. 
Une matrice diagonale s’appelle matrice unité si tous les éléments de sa 
diagonale principale valent l'unité. On emploie également l’expression 
diagonale non principale de la matrice 4; elle est composée d’éléments 
dns Bsn-1r +5 An1- | . 

On appelle déterminant d’une matrice À la somme algébrique de n! 
termes composée comme suit : ces termes sont des produits de toute sorte 
de n éléments de la matrice pris un à un de chaque ligne et de chaque colonne, 
le temps ia, Ares + - +» Ana, étant pris avec le signe plus, si le nombre d'’in- 
versions de la permutation «;, œ, ...,œ, est pair, et avec le signe moins, 
dans le cas contraire. Dans ces conditions on appelle inversion des nombres 
œ,et «, une situation où «,>«,, mais, dans la permutation «,, ..., æ«,, «est 
placé avant «;. Dans ce qui suit, le déterminant d’une matrice 4 est noté 
| | ou det 4. 

Si les lignes d’une matrice À sont considérées comme des vecteurs d’un 
espace arithmétique de dimension n, le déterminant det À n’est rien d’autre 
que le volume orienté d’un parallélépipède dans cet espace; la base ortho- 
normée correspondante est la base naturelle (1.0.1). On en déduit : 

1) det À est une fonction linéaire des lignes de la matrice À; 

2) det A=0 si et seulement si les lignes de la matrice À sont linéaire- 
ment dépendants. Une matrice est dite dégénérée si son déterminant est nul, 
et non dégénérée dans le cas contraire; 

3) le déterminant d’une matrice ne change pas si à une ligne on ajoute 
une combinaison linéaire d’autres lignes; 

4) dans une permutation de deux lignes, un déterminant change de 
signe. 
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On appelle transposition d’une matrice À une transformation de cette 
matrice telle que ses lignes deviennent des colonnes affectées de même 
indice, c’est-à-dire le passage à la matrice transposée 


du An --- dn 


(3.0.3) 


Dans une transposition, le déterminant d’une matrice ne change pas : 
det 4=det AT. Il en résulte que les propriétés du déterminant formulées 
ci-dessus pour les lignes d’une matrice sont également vraies pour ses 
colonnes. 

Fixons dans la matrice À k lignes quelconques d'indices i,, à, ..., à, 
et k colonnes d'indices j,, j», ..., j,. L’intersection de ces lignes et de ces 
colonnes forme une matrice d’ordre k dont le déterminant s'appelle mineur 
d'ordre k de la matrice À (ou de son déterminant). En particulier, les éléments 
a,, sont des mineurs d'ordre 1. S’il faut donner la position d’un mineur, 
on utilise la notation 


M=A ( res ke). (3.0.4) 
J1 J2---Jk 

Si de plus les indices des lignes coïncident avec ceux des colonnes nous 

écrirons pour abréger Ai,i...i,). 

En supprimant de la matrice A les lignes d’indices i,, ...,i, et les colonnes 
d'indices /,, ..., j,, On obtient le mineur d'ordre n—k dit complémentaire 
du mineur (3.0.4). On appelle le cofacteur du mineur (3.0.4) son mineur 
complémentaire pris avec le signe (— 1}°*, où 


Sm=tt ilot . it ht o+ .. + Je. 


Le cofacteur de l'élément a,, se note 4,,. 
On a le 
Théorème de Laplace. Soit une matrice À d'ordre n où on choisit arbitraire- 
ment k lignes (ou k colonnes), 1=k-=n—1. Le déterminant det À est 
alors égal à la somme des produits de tous les mineurs d’ordre 4 contenus 
dans les lignes choisies par leurs cofacteurs. 
Les formules suivantes du développement d’un déterminant d'après une 
ligne 
AnAn+ GpAp+ ….. +anAn=det À, 
GnAn+apAp+ .. - + GnAjn=0, li]. 


sont un cas particulier du théorème de Laplace. Bien entendu, les formules 
analogues du développement d’un déterminant suivant une colonne sont 
également vraies. 

Voici encore quelques remarques sur les méthodes de calcul des déter- 
minants utilisées dans le présent chapitre. 


(3.0.5) 
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Comme le montre la méthode de Gauss décrite au $ 1.0, cette dernière 
ramène une matrice carrée à une forme triangulaire. En vertu des propriétés 
3 et 4 d’un déterminant indiquées ci-dessus, les transformations utilisées à 
cet effet peuvent tout au plus changer son signe. Quant au déterminant 
d’une matrice de forme triangulaire, il est égal (cf. 3.1.8) au produit des 
éléments de la diagonale principale. C’est en ceci que consiste précisément 
l'application de la méthode de Gauss au calcul des déterminants. Les divers 
aspects de cette méthode sont discutés au $ 3.4. 

Décrivons maintenant la méthode des récurrences qu’on peut utiliser 
pour calculer les déterminants fridiagonaux de la forme 


D,= de | (3.0.6) 


Examinons l’ensemble s des suites numériques infinies 


X=(@i; M, 0, =.) (3.0.7) 


complexes, pour fixer les idées. Déterminons les opérations linéaires sur 
ces suites par les relations 


1) Ax= (Aa, lo, ..., Aa, ...); 
2) S1y=(B1, Ba, ..., Bhs -..), alors 
X+7= (at Bi, tot Pr, ..., ant Bns . -.). 
Il est clair que là s devient un espace vectoriel. 


Dans s un sous-espace est un ensemble F des suites (3.0.7) dont les 
éléments vérifient la récurrence ou l’équation aux différences du deuxième 
degré : 

Xh=PXn-1 + gx 29 n=3, 4, …..) (3.0.8) 


P, g sont des nombres fixés, g<0. On voit aisément que le sous-espace F 
est de dimension 2. Montrons comment construire sa base. 
Composons d’après les coefficients de (3.0.8) l'équation algébrique (dite 
caractéristique) 
2—-p1-q=t. 


Deux cas peuvent se présenter : 


1. Les racines de l’équation caractéristique 1, et À, sont distinctes. Dans 
ce cas, la base de F se compose des suites 


=: 4, 25:::00 440), 
e=(L; 2; 2, ::,240,:5) 
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2. L’équation caractéristique possède une racine double À. La base de 
F est composée alors des suites 


=, À, 2,251) 
es=(1, 24, 34, ..., nATTL, ...) 
Toute suite (3.0.7) de F peut être développée suivant la base e,, €, : 
X= Cie + Cobo. 
Les composantes de cette relation sont 
&,=CAr+ C3 
pour le cas 1, et 
&n= C4" + ConÂTTL= 7 1(c,2+ Con) 
pour le cas 2. 

Les coordonnées c, et c, de la suite x peuvent être calculées en utilisant 
seulement ses deux premières composantes. Elles donnent la solution du 
système d'équations linéaires 

Act AC2= A1 
101 + AC + do 
ou 
Ac, + C2—= js 
°c, + 21c:=w, 
en fonction du cas considéré. 
Reprenons le déterminant (3.0.6). En le développant suivant la dernière 


ligne, on obtient 
D,=aD,_;-bcD,_», n= 3, 4, .. 


c’est-à-dire une récurrence du deuxième degré. De plus, 
D,= a, 
D,=*# Fr bc, 


et on peut appliquer la construction décrite dans ce qui précède. 


$ 3.1. Définition et propriétés élémentaires des déterminants 


Présentation des problèmes du paragraphe. Les problèmes de la collection classique 
que présente ce paragraphe traitent du calcul des déterminants et de leurs propriétés les 
plus simples. Nous avons en vue les propriétés linéaires, l’invariance dans la transposition, 
le changement de signe dans la permutation des lignes (colonnes), l'annulation du déter- 
minant dont les lignes (colonnes) sont linéairement dépendantes. 


Les produits des éléments d’un déterminant d’ordre 7 donnés ci-dessous 
font-ils partie du déterminant? Si la réponse est affirmative, quel est leur 
signe ? 

3.1.1. 4i7ndug70340 10e - 

3.1.2. GrsGse0 77034081 ro4s - 

3.13. 414 0e 55034. 
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3.1.4. Gpassd 4017550 gels) - 

3.1.5. Compléter le produit des éléments &3071354454s; d’un déterminant 
d'ordre 7 de façon à obtenir un de ses termes a) avec le signe plus; b) avec 
le signe moins. 

3.1.6. Trouver la relation entre les indices des éléments d’un déterminant 
qui se trouvent a) sur la diagonale principale; b) au-dessus de la diagonale 
principale; c) au-dessous de la diagonale principale. 

3.1.7. Quel est le signe du produit des éléments de la diagonale princi- 
pale d’un déterminant d'ordre n°? 

3.1.8. En appliquant seulement la définition, calculer le déterminant 


ay O0 O...0 


3.1.9. Quelle est la relation entre les indices des éléments d’un déter- 
minant d'ordre n qui se trouvent a) sur une diagonale non principale: 
b) au-dessus de la diagonale non principale; c) au-dessous de la diagonale 
non principale. 

3.1.10. Quel est le signe du produit des éléments d’une diagonale non 
principale d’un déterminant d’ordre n°? 

3.1.11. En partant de la définition calculer le déterminant : 

0 ... O0 () dan 
0: ::: © do n-1 on 


O ... Gare Gs,n-1 sn: 
an Rte dy, n-2 a, n—1 an 
En appliquant seulement la définition, calculer les déterminants suivants : 
3.1.12. [0 1 0...0 
0 


] 
0 
3.1.13. |10...0 1 O0 
() 


3.1.14*. 11 0 0...0 my, 0...0 O O 


3.1.15. ||1 
COS p ... —siny ||i-ième ligne 
sing ... cos ||j-ième ligne 


1 
i-1ème j-ième 
colonne colonne 


Les éléments non indiqués ici de la diagonale principale valent un, tous les 
autres étant nuls. 

3.1.16. Montrer que si plus de r°—n éléments d’un déterminant d'ordre 
n sont nuls, le déterminant est nul lui aussi. 


Calculer les déterminants n’appliquant que la définition : 


3.1.17. 10 O0 O 1 3.1.18. |0 O 5 1 
0 0 0 2 0 0 6 2 
0 0 0 3| 0 0 7 3 
1 2 3 4 1 2 3 4 
3.1.19. 10 O 5 1 
0 0 6 2 
5 6 7 3 
1 2 3 4 
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3.1.20. Démontrer que si à l'intersection de certaines 4 lignes et / 
colonnes d’un déterminant d’ordre n (k+{=n) se trouvent les éléments nuls, 
le déterminant lui-même est nul. 

Trouver le nombre maximal des termes non nuls du déterminant d’ordre 
n de la forme suivante : 


3.1.21. a O0 O0... 0 b, 
Cy & 0... 0 be 
O0 © da... 0 ba 
0 0 O...a,1 b,: 
0 0 O0...c;1 
3.1.22*. a b, 0...0 0 
Co A bs...0 0 
O0 cs &...0 0 


3.1.23*. y Go is... Gn-2 in-1 An 
Zon-2 o,n-1 don 


0 0 0 ee dh-1,n-2 dh_1,n—1 dh-1,n 
(0) 0 dn,n—1 dan 


Mettre le déterminant d’ordre n aux éléments contenant l’inconnue ff, 
sous la forme d’un polynôme rangé dans l’ordre des degrés décroissants 
de ! : 


3.1.24. —t1 0 0 ... 0 a 
dæ —t 0 0 O0 
0 a —t. 0 oO 
0 O0 0 —1 0 
0 O0 O0 a, —t 


3.1.25*. t —1 0 ... 0 
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Quel est le degré des déterminants suivants d’ordre nr envisagés comme 
polynômes de ! : 


3.1.26. Guti eo :-. Am 


3.1.27. Autt Gyti ... antt 
nn  Gotl ... Gntil 


3.1.28*. Le déterminant de la forme 


Gu+but Gotbiyot ... &,+but 
Gn+bot Gotbot ... Ant Dont 


an + brut dy + bol QE Gun + Onnt 
est-il toujours de degré n comme polynôme de l’inconnue fr? 


3.1.29*. Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que le 
déterminant du problème précédent ait comme polynôme de r un degré 
inférieur à n1. 

3.1.30. Trouver le terme constant du polynôme du problème 3.1.28. 

3.1.31. Comment changera un déterminant aux éléments complexes 
si chacun de ces éléments est remplacé par un nombre conjugué? 

3.1.32. Comment changera un déterminant d’ordre n si tous ses éléments 
changent de signe? 

3.1.33. Chaque élément d’un déterminant d’ordre n est multiplié par 
le nombre «. Comment changera le déterminant? 

3.1.34*. Comment changera un déterminant si chacun de ses éléments 
a, est multiplié par «!#, le nombre « étant différent de zéro? 

3.1.35. La case de l'élément a, est dite paire ou impaire suivant que la 
somme i+ k est paire ou impaire. Démontrer que le déterminant ne changera 
pas si l’on change les signes de tous ses éléments placés dans des cases 
impaires; mais si le changement de signes porte sur tous les éléments placés 
dans des cases paires, le déterminant ne changera pas de signe s’il est 
d’ordre pair, et changera de signe s’il est d’ordre impair. 

3.1.36*. Un déterminant est dit antisymétrique si ses éléments symétri- 
ques par rapport à la diagonale principale sont de signe différent, c’est-à- 
dire si a;,,= —a,, pour tous les à, j. 

Démontrer que le déterminant antisymétrique d’ordre impair est nul. 

3.1.37*. Démontrer que le déterminant dont les éléments symétriques 
par rapport à la diagonale principale sont des nombres conjugués (c’est-à- 
dire a,,= à; pour tous les i, j) est un nombre réel. 
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3.1.38. Comment changera un déterminant d’ordre n si ses lignes sont 
écrites dans l’ordre inverse? Quel élément du déterminant initial sera à la 
place i, j du nouveau déterminant ? 

3.1.39. Trouver l'élément d’un déterminant d'ordre n symétrique à 
l'élément a,, par rapport au « centre » du déterminant. 

3.1.40. Comment changera un déterminant si chacun de ses éléments 
est remplacé par un élément symétrique à l’élément donné par rapport 
au « centre » du déterminant ? 

3.1.41. Trouver l'élément d’un déterminant d'ordre n symétrique à 
l'élément a,, par rapport à une diagonale non principale. 

3.1.42. Comment changera un déterminant si chacun de ses éléments 
est remplacé par un élément symétrique à l’élément donné par rapport à 
une diagonale non principale ? 

3.1.43*. Comment changera un déterminant d’ordre n si on tourne sa 
matrice de 90° sur son centre? 

Résoudre les équations dont le premier membre s'écrit sous la forme 
d’un déterminant : 


3.1.44. 1 2 3 4 
5—f 2 3 4 
2 3 5-2 1| 
2 3 4 1 
3.1.45. 1 2 3 4 
t+1 2 143 4 | 
1  3+1 4+r S5S+t| 
1 —3 —4 —S 
Calculer les déterminants suivants : 
3.1.46. |Xx:ÿy1 X1Yo ... Xi}, 


XnV1 XnŸe -. XnYn 
3.1.47. | 2 “2 


nn 1)+1 nn 1)+2 … 


3.1.48. Soient j.(f), ..., f.(f) des polynômes de degré au plus n—2. 
Démontrer que pour des nombres arbitraires a,, &, ..., 4, le déterminant 


f@) fie) … f@) 
fa) f{a) … f(a)| 


Ja) Je) +. fan) 


est nul. 
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3.1.49. Comment changera un déterminant si a) de chaque ligne sauf 
la première on retranche la ligne précédente; b) de chaque ligne depuis la 
deuxième on retranche la ligne précédente tout en retranchant de la première 
ligne la dernière ligne initiale. 

3.1.50. Démontrer qu’un déterminant arbitraire est égal à la demi- 
somme des déterminants dont l’un s’obtient à partir du déterminant donné 
en ajoutant à tous les éléments de la i-ième ligne le nombre b, et l’autre 
s’obtient d’une façon analogue en ajoutant aux éléments de la i-ième ligne 
le nombre —b. 

Calculer les déterminants suivants en les mettant sous la forme d’une 
somme des déterminants : 


3.1.51. 1+Xx1 1+xio ... 1+xy, 
1+x)1 14%) -.. 14) 


3.1.52. |cos(x;—B,) cos(x;—fB) ... cos (x —B,) 
cos (as—f,) cos (as—f2) ... cos (æ—B,)| 


cos (x — B1) cos (x — B2) -.. COS (x, —B,) 
3.1.53*. |1+xiy1 X1J2 ... Xi} 


3.1.54. 1— 2wi ne 2W1M» .… —2w,w, 
—2ww, 1—-2W ... —2wWw, 


OÙ WitW+...+Wi= 


3.1.55. Les nombres 20 604, 53 227, 25 755, 20 927 et 78 421 se divisent 
par 17. Démontrer que le déterminant 


2 0 6 O0 4 
5 32 2 7 
2:97 5 5 
20927 
7 8 4 2 1 


se divise également par 17. 
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3.1.56. Tous les éléments du déterminant À sont des fonctions dérivables 
d’une variable ft. Démontrer que la dérivée de ce déterminant envisagé 
comme fonction de t satisfait à la formule 


au(#) Got) -.. alt) 
gr=\220 Go) +. at) |, 


an1(t) ayo(t) res Gnn(t) 


au() Got) ... a) au(f) Gé) -.. at) 
ACCRO OC) COR CEE) 


ant) apr) ... ar) at) Gt) -.. Gant) 


3.1.57. Exclure dans la définition du déterminant le choix des signes 
devant ses termes, c’est-à-dire examiner la fonction suivante des éléments 
de la matrice A 

p(A)= 2; dh Gh das Ann 
Jda,... Ja 
où les indices /,, j», - . ., j, Parcourent l’ensemble tout entier des permutations 
des nombres 1, 2, ..., n. Cette fonction s'appelle permanent. Démontrer 
que de même qu’un déterminant, un permanent vérifie les propriétés 
suivantes : 

a) si tous les éléments d’une ligne arbitraire d’une matrice À sont 
multipliés par un nombre x, le permanent lui-même est également multiplié 
par ce nombre; 

b) si tous les éléments de la i-ième ligne d’une matrice À sont des sommes 


ay=b;+c,, J= 1, …..s D 


le permanent de la matrice 4 est égal à la somme des permanents de deux 
matrices qui ne diffèrent de À que par la i-ième ligne : les éléments de l’une 
de ces lignes sont égaux aux nombres b,, et ceux de l’autre aux nombres C}; 

c) lorsque la matrice est transposée, le permanent ne change pas. 

Toutefois, à la différence d’un opérateur, 

d) un permanent ne change pas avec la permutation des lignes (des 
colonnes) de la matrice. 

Construire des exemples qui montrent qu’un permanent peut différer 
de zéro même si les lignes de la matrice sont linéairement dépendantes et 
être nul pour une matrice aux lignes linéairement indépendantes. 


$ 3.2. Mineurs, cofacteurs et théorème de Laplace 


Présentation des problèmes du paragraphe. Voici les questions traitées dans ce qui suit. 

Problèmes relatifs à la détermination du mineur, du mineur complémentaire et du 
cofacteur. On définit également ici les déterminants adjoint et associé et on examine 
certaines de leurs propriétés. 
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Exemples d'application du théorème de Laplace, y compris des problèmes de calcul. 
Exercices sur l’application de la méthode des récurrences, décrite dans l’introduction 
du chapitre, au calcul des déterminants tridiagonaux. 


3.2.1. Trouver pour le déterminant d’ordre n : a) le nombre de mineurs 
d'ordre k contenus dans k lignes fixées; b) le nombre de tous les mineurs 
d'ordre k. 

3.2.2. Soient M un mineur arbitraire d’un déterminant d’ordre n; 
M" le mineur complémentaire; (—1})°*A" le cofacteur du mineur A (ici 
su est la somme des indices des lignes et des colonnes du déterminant qui 
comportent le mineur M). Montrer que le cofacteur du mineur M" est égal 
à (—1} "M. 

3.2.3. Le mineur à l’intersection de k lignes et de k colonnes de mêmes 
indices d’un déterminant s’appelle mineur principal d'ordre k. Calculer le 
nombre de mineurs principaux d’ordre k d’un déterminant d’ordre n. 

3.2.4*. Trouver les expressions des coefficients du polynôme f(f) donné 
par le déterminant 


Au+ l Ayo dh 
An Ami Gon 
9 
ah de . Gnnt 


3.2.5. Calculer le nombre maximal des mineurs non nuls d’ordre k 
dans les £ premières colonnes du déterminant quasi triangulaire d'ordre n : 


3.2.6. Soit D un déterminant d’ordre n(n=1). Le déterminant D’ 
obtenu à partir de D en remplaçant chaque élément a,, par son cofacteur 
A, est dit adjoint de D. Le déterminant D’’ obtenu de D en remplaçant 
chaque élément a,, par son mineur complémentaire M,, est dit associé de 
D. Montrer que D'=D". 

3.2.7. Démontrer que si un déterminant D est symétrique (c’est-à-dire 
si ses éléments symétriques par rapport à la diagonale principale sont 
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égaux), le déterminant adjoint D’ est également symétrique. Une proposition 
analogue est vraie pour le déterminant associé D”. 

3.2.8. La proposition : si un déterminant D est antisymétrique, son 
adjoint D’ est antisymétrique lui aussi, est-elle vraie? 

3.2.9*. Montrer que l’adjoint du déterminant triangulaire du problème 
3.1.8 est de la forme 


3.2.10*. Trouver la relation entre un déterminant triangulaire d’ordre 
n et son adjoint. 

3.2.11*. Comment changera l’adjoint D’ si dans le déterminant donné 
d’ordre n : 


a) on multiplie tous les éléments de la i-ième ligne par un nombre «; 

b) on permute les i-lème et j-ième lignes; 

c) on ajoute à la j-ième ligne la i-ième ligne multipliée par un nombre 
arbitraire «; 

d) on transpose le déterminant D. 


3.2.12. Montrer que le développement de Laplace d’un déterminant 
d'ordre n suivant k lignes (colonnes) quelconques coïncide avec son dévelop- 
pement suivant les 7—k lignes (colonnes) restantes. 

3.2.13. Démontrer que si dans un déterminant d'ordre n tous les mineurs 
d'ordre k(k=<n) sont nuls, les mineurs d’ordre supérieur à k sont nuls eux 
aussi. 

3.2.14. Démontrer que dans les premières k colonnes du déterminant 
quasi triangulaire 


au ik Gi, k+1 Gin 
dep eee xx GK, k+1 © ++ din 
0 0 di, ki ee ln 
0 0 ah, k+1 UT 


parmi les mineurs d’ordre k il n’y a que le mineur principal qui peut être 
différent de zéro. Trouver le développement de Laplace de ce déterminant 
suivant les premières k colonnes. 

3.2.15*. On sait que dans les premières À colonnes d’un déterminant 
d d’ordre n le mineur principal d’ordre k est non nul, alors que tous les 
autres mineurs d’ordre k sont nuls. Démontrer que d est de la même forme 
que 3.2.14. 


[Ch. 3 


DÉTERMINANTS 


quant le théorème de Laplace, calculer les déterminants : 


SES CAN EE | Cm OS 


NN OO 
NEO 
= Om 
| Ù 
MAnmn 
| 
= 
7 
Le 
om 


5 62 —79 4 


3.2.18. 


s|' 


6 183 201 


9 76 8 5 3.2.20. |1 2 3 4 5 


3.2.19. 


2 3 4 


0 02 1 2 
0 0 0 2 


] 


3.2.22. 


10203 


4 0 O0 O0 


0 0 O0 4 


5 


| 


3.2.24. |2 —3 


8 —-2 —-9 3 


11 


0 —4 0 


1 2 9 8 


2 3 


3.2.23. 


342 7 53 


0 05331 


0 0857 5 


0 —1 


0 00 09 7 


000043 


3.2.26. 12 1 O0 O OO 


1 30 94 46 14 2 
0 76940 


0 03500 


3.2.25. 


0 O0 0 
2 1 O0 O 


] 


2 


| 

| 
0 O0 1 2 1 
0 O0 O0 


(0 


0 02300 


ol: 


0 5 1 4 3 0 
2 7412315 1 


0 00 012 
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3.2.27. Démontrer que : 
a) 
au Ayo Ai, n=1 din in+1 i,n+2 °Œon-1 dun 
An Gp dd, n-1 0 0 do, n+2 co on-1 on 
an 0 0 0 O0 0 ..0 On, 2n 
dys1,1 0 0 0 oO 0 ..0 Gn41, 2 


don1, 1 don1,2- . di, n—1 0 


don,1  on,2 --onn-1  Gonn on,n+1 on,n+2 don on-1 Con on 
ee din Œ,n+1 : d,n-1 a, n+2 Ur an An,2n 
don,n on,n+1| | en-1,n-1 Gon-1, n+2 Ghn41,1 Gn+1,2n { 
b) 

Guy Au “Gi,n-1 Au G,n+1 A,n+2 -,2n—1 G,2n 
0 Ayo °dn-1 n 0 Do,n+2 ++: on] A °n 
(0 0 0 Ann 0 0 0 An, on 
dny1,1 An+1,2--Gnyt,n-1 Gntin Antl,n+1 Gn4l,n+2e ee Gnpt,on-1 ni] 

Gn42,2---Any2 n=1 Gnson 0 An42,n+2° - -Gn42,2n-1 Gn+2,9n 
0 0 ..0 Gnn 0 0 An, 2n 
= Au Gi, n+1 : do 2, n+2 : an Zh,2n : 
dh+1,1 dn+1, n+1l dn+2,2 An+2, n+2 don, n on, 2n | 
C) |ay O0 ap 0 ...a, 0 
O0 bb, 0 b»...0 b,, 
an O Gp 0 ...@n 0 
0 2 0 [2 es 0 b., = 
ay 0 ap 0 . An 
O0 Bb 0 D» ...0 bb, 
dun Go + nl [Du Dis ... Di, 
_|4n Go... on bn O9 :.. Don 
an dy . don bu be . Don 


Toni, n+2: - -don_1,2n-1 on1, 2n 
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Transformer les déterminants suivants pour les calculer ensuite en 
appliquant le théorème de Laplace : 


3.2.28. | 3 1 1 1 3.2.29. | 9 7 9 7 
2 1 1 1 8 6 8 6 
—8 5 9 5 —9 —7 9 7|° 
—11 7 7 4 8-6 8 6 
3.2.30. | 6 8 —9 —12 3.2.31. [213 186 162 137| 
4 6 -6 —-9 344 157 295 106 
—3 —-4, 6 8/| 419 418 419 418/' 
2 -3 4 6 417 416 417 416 
3.2.32. | 8 10 3 1 4 3.2.33*.|[1 2 3 4 5 
7 9 4 1 6 47678 
1-2 2 1 3 2 5 91011 
2 5-4 —2 —-6 5 9 1 1 1 
1 2 6 3 9 9 1 2 3 4 
3.2.34. [O0 1 1 1 1 1 3.2.35. [2 1 1 1 1 3 
1 O0 1 1 2 3 1 2 1 1 3 1 
1 1 0 1 3 6 1 1 23 11 
1 0 O0 2 0 0 1 13411 
0 1 0 O 3 0 1 3 1 1 41 
0 O0 1 O0 O0 4 3 1 1 1 1 4 


3.2.36. Démontrer que les permanents (cf. problème 3.1.57) donnent 
lieu à un analogue du théorème de Laplace : si dans une matrice carrée À 
d'ordre n on fixe X lignes (colonnes) (1=k=n—1), le permanent de la 
matrice À est égal à la somme des produits des permanents de toutes les 
sous-matrices d’ordre k situés dans ces lignes (colonnes) par les permanents 
des sous-matrices complémentaires (d’ordre n—k). 

En appliquant la méthode des récurrences calculer les déterminants 
d'ordre n ci-dessous : 


3.2.37. |5 2 0...0 3.2.38. |7 6 0O...0 
2: 5 2:::0 2 7 6...0 
0, 2° 552501: 0.2 7...0 
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$ 3.2.] 


3.2.39. |3 2 O0 0O 


1 3 1 O 


0 2.3 2 
0) 


(4 


3.2.4. 


() 


(0 


—10 —1 —4 0... 


0 0 O0 O0... 


1 —4 


0 0 0 O0... 


0 
(0) 
() 


(0) 
(0 
(0 


0 1 O0 O0... 


EE CS Re 


3.2.41. 


1. 0,1 0.:: 


0 1 0 1... 


0 0 0 0... 


] 


0 
(4) 


1 


0 0 0 0... 


0 0 


0 O0 


0 0 0 O0... 


1 


0 
0 


.—1 


0 0 0 0. 
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4 12 9 0 
0 412...0 |. 
0 O0 O0...12 
3.2.45. Démontrer l'égalité 
COS x 1 0 ...0 0 
| 2 cos « 1 ...0 0 
0 | 2 cos x ...0 (0) = COS 7&. 
0  o 0 1 2cosa 


3.2.46. Trouver la récurrence entre les polynômes de la suite (4), 
A), ZOO, .….., LA, où f(A4)= 1 etle polynôme f{(AN1= i= n) est le mineur 
principal d’ordre i formé des n premières lignes et des 7 premières colonnes 
du déterminant 


1—a; b, 0 ... 0 0 
Co 2—@ ba, CRC (0) 0 
0 Cs 1-@& .….. 0 0 
(0) (0) (0) 2—4d,1 b, 
0 0 0 ©,  à—a, 


$ 3.3. Déterminants et volume d’un parallélépipède dans un espace euclidien 


Présentation des problèmes du paragraphe. Nous établissons ici certaines propriétés 
des déterminants et des volumes des parallélépipèdes dans un espace euclidien ou unitaire 
de dimension n en utilisant leurs relations naturelles. Ainsi, le déterminant d’une matrice 
carrée d'ordre n est un volume orienté d’un parallélépipède tendu sur un système ordonné 
de lignes (ou de colonnes) de cette matrice, envisagées comme des vecteurs de l'espace 
arithmétique correspondant, et le module de ce déterminant coïncide avec le volume de 
ce même parallélépipède (cf. V. Volévodine. Algèbre linéaire, chapitre 4). Cette relation 
permet en particulier d’appliquer aux déterminants l'inégalité d’'Hadamard et d'évaluer 
les grandeurs des déterminants qui leur sont associées, c’est-à-dire d'évaluer les volumes. 
Nous examinons également les déterminants de Gram et établissons la correspondance 
entre ces derniers et les volumes. Enfin, nous donnons quelques problèmes qui illustrent 
a stabilité d’un déterminant orthogonal et l’instabilité d’un déterminant dans le cas 

éral. 


3.3.1. Soient a;, &, ..., a, un système ordonné de lignes d’un détermi- 
nant d d'ordre n (ces lignes sont considérées comme vecteurs d’un espace 
arithmétique de dimension n); b,, b:, ..., b, le système obtenu à partir de 
Gi, y --. G, par orthogonalisation. Démontrer que le déterminant d’ 
dont les lignes sont constituées par les vecteurs b,, b., ..., b, est égal au 
déterminant d. 
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3.3.2*. Démontrer qu’un déterminant est nul si et seulement si ses 
lignes (colonnes) sont linéairement dépendantes. 
3.3.3. Soit d le déterminant d'ordre n : 


Guy Au in 
An (4 Ann 


En appliquant la relation entre le module d’un déterminant et le volume 
d’un parallélépipède dans un espace arithmétique démontrer qu’on vérifie 
l'inégalité d’'Hadamard : 

F2 : 1/2 


ai=(Zian)" (Zen) (Zen) 


3.3.4. Démontrer que l'inégalité d’Hadamard devient égalité si et 
seulement si soit les lignes du déterminant sont orthogonales deux à deux, 
soit tous les éléments au moins d’une ligne sont nuls. Une proposition 
analogue est vraie pour les colonnes d’un déterminant. 

3.3.5*. Démontrer que si tous les éléments a,, d’un déterminant d’ordre 
n sont bornés en module par le nombre M : 


lay|= M, 


a) le module du déterminant d ne dépasse pas Mn”; 

b) cette estimation s'obtient pour les déterminants à éléments complexes 
quel que soit n; 

c) pour les déterminants à éléments réels cette estimation s’obtient si 
n est un nombre de la forme n=2". 


3.3.6". Démontrer que le maximum /, des modules des déterminants 
d'ordre n, dont tous les éléments sont des nombres réels appartenant au 
segment [—1, 1], coïncide avec le maximum g, des modules des déter- 
minants dont les éléments ne prennent que les valeurs 1 et —1. 

3.3.7*. Soit h, le maximum des modules des opérateurs d’ordre n 
composés de zéros et d’unités, g, ayant le même sens que dans le problème 
3.3.6. Démontrer que pour les nombres g, et h, les relations 


ha = h,=8gn-1=<£n= FL: PS É 


sont vraies. Noter, en particulier, que le nombre g, est divisible par 2771. 
3.3.8. Démontrer, en appliquant l'inégalité d’'Hadamard et les inégalités 
obtenues dans le problème 3.3.7, que pour les déterminants d’ordre 3 : 
a) hs=2; 
b) g:=4. 
Noter que le résultat de b) entraine que l'estimation de la grandeur d’un 
déterminant donnée dans le problème 3.3.5, a) ne s’obtient pas pour les 
déterminants d’ordre 3 à éléments réels. 


se 
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3.3.9*. Renforcer l’estimation donnée dans le problème 3.3.7 et démon- 
trer que 
En = 28n-1- 


3.3.10*. Trouver le nombre g, et le déterminant aux éléments 1 et —1 
égal à g,. Noter que l'estimation du problème 3.3.5, a) ne s’obtient que pour 
des déterminants du cinquième ordre à éléments réels. 

3.3.11*. Démontrer que si dans l’énoncé du problème 3.3.5 tous les 
éléments a,, d’un déterminant d sont réels et non négatifs, le module de 4 
vérifie l'estimation 

[d| = M2" (n+ 1) 02, 


3.3.12. Formuler les résultats des problèmes 3.3.5-3.3.11 pour les 
volumes des parallélépipèdes. 

3.3.13. On appelle déterminant de Gram d’un système de vecteurs x;, 
Xo» -.., X4 d’un espace euclidien (ou unitaire) le déterminant 


(Xi: X1)  (x1s Xe) -.. (1, X4) 
Ge +2 Del OR ER 


(Xes X1) (es Xe) -.. (xx, X4) 


Sa matrice s’appelle matrice de Gram du système de vecteurs x;, Xa, ..., Xge 
Quelle est la forme et la valeur du déterminant de Gram si : 
a) le système x,, ..., x, est orthogonal; 
b) l'enveloppe linéaire des vecteurs x,, ..., x, (1-=/<k) est orthogonale 
à l’enveloppe linéaire des vecteurs x,,1, ..., Xy. 


3.3.14. Comment changera le déterminant de Gram d’un système de 
vecteurs Xy, Xos +.) Xgy S1 : 

a) on permute deux vecteurs x, et x; 

b) on multiplie un vecteur quelconque du système par le nombre «; 

c) on ajoute au vecteur x, le vecteur x, multiplié par le nombre £. 


Déduire que les transformations élémentaires d’un système de vecteurs 
X1» --., X, ne Compromettent pas l'égalité ou l'inégalité à zéro du déter- 
minant de Gram. 

3.3.15*. Démontrer qu’un système de vecteurs x,, ..., x, d’un espace 
euclidien (ou unitaire) est linéairement dépendant si et seulement si le 
déterminant de Gram de ce système est nul. 

3.3.16*. Un certain mineur principal M d'ordre m, m—<k, d’un dé- 
terminant de Gram G(x;, ..., x,) est nul. Démontrer que dans ce cas tout 
autre mineur principal qui borde le mineur M est également nul. (On dit 
que le mineur M, borde le mineur M, si la matrice du mineur M, contient 
la matrice du mineur M, comme une sous-matrice.) En particulier, le dé- 
terminant G(x,, ..., x,) est nul lui-même. 

3.3.17. Démontrer que le déterminant de Gram d’un système de 
vecteurs x,, ..., x, ne Change pas si un vecteur quelconque de ce système 
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est remplacé par une perpendiculaire abaïssée de ce vecteur sur l’enveloppe 
linéaire de n’importe quels autres vecteurs du système. 

3.3.18*. Soient x,, ..., x, un système arbitraire de vecteurs d’un 
espace euclidien (ou unitaire); y,, ..., y,, le système orthogonal obtenu 
en appliquant l’orthogonalisation aux vecteurs x;,, ..., x,. Démontrer que 


Gas +. x) = Gas», P)=171l el? pl? 
En utilisant ce résultat, établir la relation entre le déterminant de Gram 
du système de vecteurs x,, ..., x, et le volume du parallélépipède tendu sur 
ce système. 

3.3.19. Démontrer que le déterminant de Gram G(x;, ..., x,) est nul 
si le système de vecteurs x,, ..., x, est linéairement dépendant, et positif 
si ce système est linéairement indépendant. 

3.3.20. Soient À une matrice carrée arbitraire d’ordre n réelle ou com- 
plexe; a, ..., a, les lignes de cette matrice considérées comme des vecteurs 
de l’espace arithmétique correspondant; G(a,, ..., a,) le déterminant de 
Gram de ce système (on considère ordinairement que pour le cas de l’espace 
R, le produit scalaire des vecteurs x=(«;, ..., «,) et y=(B,, ..., B,) est 
donné par la formule (2.2.1), et pour l’espace C,, par la formule 


(x, p)=oB;+ ...+aB.. (3.3.1) 


|det 4|*=G(a, ..., a,). 


3.3.21*. Démontrer que les propriétés d’un déterminant de Gram 
établies dans les problèmes 3.3.13-3.3.19 peuvent être démontrées sans 
recourir à l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski, en s'appuyant seulement 
sur les théorèmes de l’orthogonalité des vecteurs, et déduire cette inégalité 
de la non-négativité d’un déterminant de Gram. 

3.3.22. Démontrer que l'élément maximal en module d’un déterminant 
de Gram appartient à la diagonale principale de ce déterminant (si ces 
éléments sont plusieurs, au moins l’un appartient à la diagonale principale). 

3.3.23. Démontrer que la distance du vecteur x d’un espace euclidien 
(ou unitaire) au sous-espace vectoriel L tendu sur un système de vecteurs 
linéairement indépendant x;, ..., x, peut se calculer d’après la formule 


1/2 
ce Def) 


Démontrer que 


3.3.24. Démontrer l'inégalité d'Hadamard pour les déterminants de 
Gram 
Gr, ..., x)=|x1l"...|x4f*. 


Montrer que l'égalité s’obtient 1c1 si et seulement si ou bien les vecteurs 
X1, --., X4 SONt Orthogonaux deux à deux, ou bien au moins l’un de ces 
vecteurs est nul. 

3.3.25*. Démontrer la généralisation suivante de l'inégalité d’'Hadamard 
pour les volumes des parallélépipèdes 


V(x:;, ..) À Xi41 ….. X4)= V(x, ... NX) VX .. X4), 
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où par V(...) on désigne le volume d’un parallélépipède tendu sur le 
système de vecteurs correspondant. 


Montrer que l'égalité s’obtient ici si et seulement si soit 
(Xs X)=0, i=1,...,1, j=l+1,...,k, 


soit au moins l’un des sous-systèmes x1, ..., x, et X,41, ..., X4 CSt linéaire- 
ment dépendant. Enoncer la propriété correspondante des déterminants 
de Gram. 

3.3.26. Soit Xx,, ..., X,_1, X, un système de vecteurs linéairement 
indépendant d’un système euclidien (ou unitaire). Démontrer que tout 
vecteur z vérifie la relation suivante des volumes des parallélépipèdes 


Va, ..., Xk, 2) Vi, ..., Xk-1, 2) 
Vi, -.., XE) Va, ..., XE-1) | 


En déduire la propriété correspondante des mineurs principaux d’un 
déterminant de Gram. 

3.3.27*. Soit x:, ..., x, un Système de vecteurs arbitraire. Démontrer 
l'inégalité 


n 
LÉ APRES *)= IT Vis ces Xp Xjyas ces Xe). 


Etablir le sens géométrique de cette inégalité. Enoncer la propriété analogue 
des mineurs principaux d’un déterminant de Gram. 

3.3.28*. Soit x,, ..., x, un système de vecteurs orthonormé. Démontrer 
que pour tout vecteur € de longueur inférieure à 1 les inégalités 


1—|e| <V(x, ... X 1» Lis X 419 ….. Xy)= 1+1|e|; X,=X+E 


sont vraies. 


3.3.29. On dit qu’un déterminant est orthogonal si ses lignes considérés 
comme des vecteurs d’un espace arithmétique forment un système ortho- 
normé. Reformuler la proposition du problème 3.3.28 pour des déterminants 
orthogonaux. 

3.3.30*. En interprétant le module d’un déterminant d'ordre n comme 
un volume dans un espace arithmétique de dimension n, établir le sens géo- 
métrique des modules des mineurs d’ordre k (k=n). 

3.3.31. Démontrer 

a) en appliquant l'inégalité d’'Hadamard aux déterminants (cf. problème 

b) en partant de l'interprétation géométrique des modules des mineurs 
(cf. problème (3.3.30)), que les mineurs d’un ordre quelconque d’un dé- 
terminant orthogonal ne dépassent pas en module l'unité. 


Une proposition analogue est-elle vraie pour le cas des déterminants 
arbitraires égaux en module à l’unité et qui ne sont déjà plus des déter- 
minants orthogonaux? 
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3.3.32. Montrer que le déterminant d'ordre n 


1 2 0...0 0 
0 1 2...0 0 
ee 632 
0 0 0...1 2 
0 0 0 


peut être rendu nul en perturbant un certain élément égal à 2-(-D en mo- 
dule. Calculer cette perturbation. Associer ce résultat à la question du 
problème précédent et en donner une explication géométrique. 


$8 3.4. Calcul des déterminants par la méthode d’élimination 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans le présent paragraphe nous soumettons 
à l'examen plusieurs questions relatives à la méthode de Gauss appliquée au calcul des 
déterminants. Nous donnons ici quatre groupes de problèmes sur les sujets suivants : 

Relation entre les éléments des déterminants obtenus aux étapes différentes de la 
réduction à la forme triangulaire, et les mineurs du déterminant initial. 

Problèmes pour s'exercer dans l'application de la méthode de Gauss. 

Aspects de calcul de la méthode de Gauss : nombre d'opérations arithmétiques, 
nécessité de contrôler l'accroissement des éléments en cours de réduction et l’utilisation 
à cet effet des permutations suivant des stratégies différentes. 

L'application de la méthode de Gauss à la démonstration du théorème sur le produit 
kroneckerien des déterminants et certaines conséquences du résultat obtenu. 


3.4.1. Pour calculer le déterminant de la matrice À par la méthoae de 
Gauss on n’effectuait aucune permutation des lignes et des colonnes, c’est- 
à-dire on a choisi comme pivots des pas isolés les éléments des cases (1, 1), 
(2, 2), ..., (7—1, n—1) respectivement. Démontrer qu'après p—1 pas 
de réduction, tous les mineurs d’ordre p des premières p lignes de la matrice 
ne changent pas. Montrer également que ces mineurs ne changent pas non 
plus aux pas ultérieurs de la réduction. 

3.4.2. Soit À une matrice carrée d’ordre n. Le mineur principal d’ordre 
r situé à l'intersection des lignes et des colonnes aux indices 1, 2, ...,r 
s'appelle mineur principal directeur d’ordre r de la matrice 4. Démontrer que 
si les mineurs principaux directeurs de la matrice À d'ordres 1, 2, ...,n—1 
sont différents de zéro, tous les pivots 4), 1 utilisés pour l'application de 
la méthode d'élimination à cette matrice sont également différents de zéro. 
Trouver l'expression des pivots par les mineurs principaux de A. 

3.4.3*. Démontrer que la matrice À d’ordre n vérifie la condition du 
problème précédent si 


ai 2 al, i=],...,n. 
ja 
De plus, le déterminant de À est également non nul. 
3.4.4*. Démontrer que pour la matrice de Gram d’un système linéaire- 
ment indépendant de vecteurs x,, ..., x, d’un espace euclidien (ou unitaire) 
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on respecte la condition du problème 3.4.2. De plus, tous les pivots obtenus 
par la méthode de Gauss appliquée à cette matrice sont positifs et non 
supérieurs à l'élément maximal de la matrice initiale. 

3.4.5. Démontrer que si le déterminant d’une matrice À est non nul, 
on peut en permutant les lignes et les colonnes de À rendre tous les mineurs 
principaux directeurs différents de zéro. 

3.4.6*. L'application de la méthode de Gauss à une matrice À n’a pas 
donné lieu à des permutations. Trouver l’expression des éléments non nuls 
de la p-ième ligne de la matrice 46-D obtenue après le (p—1)-ième pas à 
l’aide des mineurs de la matrice initiale. 

3.4.7. En utilisant le résultat fourni par le problème 3.4.6 montrer que 
si dans une matrice À d’ordre n tous les mineurs d’ordre r+ 1 qui bordent le 
mineur principal directeur non nul d’ordre r, 1=r=n—1 (la définition d’un 
tel mineur est donnée dans le problème 3.3.16) sont nuls, le déterminant 
de À est nul lui aussi. 

3.4.8*. Démontrer que si une matrice À d’ordre n possède un mineur 
M non nul d'ordre r, 1=r=n—1, tel que tous les mineurs d’ordre r+ 1 qui 
le bordent soient nuls, le déterminant de À est nul. Pour justifier cette 
proposition il suffit même que soient nuls seulement tous les mineurs qui 
bordent le mineur donné et qui se trouvent dans les r+ 1 lignes fixées de 
A (r de ces lignes coïncident avec les lignes auxquelles appartient le mi- 
neur M). 

3.4.9*. En appliquant la méthode de Gauss montrer que la relation 
entre un déterminant d d’ordre ñn et son adjoint d’, 


d'=a"t, 
établie dans le problème 3.2.10 pour des déterminants triangulaires, est 
vraie pour tout déterminant d. 
En appliquant la méthode de Gauss calculer les déterminants suivants : 


3.4.10. |1 1 1 1! 3.4.11. |1 1 1 1 
1 2 1 2 1 Ê—1 —; 
1 1 3 1| 1 —1 1 -1 
1 2 1 4 1 —5 —1 à 
3.4.12. 10 1 2 3 3.4.13. | 1 2 3 4 
1 O0 1 2 3 6 8 11 
2 1 0 1| 7 13 20 26| 
3 2 1 O 31 23 55 42 
3.4.14. | 1 2 3 4 3.4.15. | 1 2 3 4 
3 4 5 6 3 4 5 6 
5 6 7 8| 5 6 7 9 
31 23 55 42 31 23 55 42 


$ 3.4.] 


3.4.16*. 
20 
105 


3.4.18. |2 
] 


3.4.19. 


30 20 


15 


84 
168 140 


1000 
3000 
3 —2000 
2 —1000 


128 256 


1/4 3/8 
1/64 1/64 1/64 — 1/64 |’ 
—4 —12 


1003 
1001 
1001 

998 


[2 
1001 
1002 
1001 
1001 


3.4.20. 
3.4.21. 


3.4.22. 


3.4.26. 


: 


bout Det Dent Dent bent dent Dent bent bent Dent Dem Dent nt jmt md © 
De Dm Ne =D mm D = 0 OO NN 


0 


1002 
1003 
1001 
1000 


UJD bé bem (0) mt ts mt best (0) et bat OO OO = NN VU 


2 


Dm Re mb mm ND = © = ND À À 


1/8 


mt (JV 14 nd et mt (A 1e bed best 1m = ND VU à Un 


12 
10 


384 512 


1/4 


ON = 


D & D 


1004 
1002 
999 | 


3.4.25. 


© © © 1m À) 1e pt et bed bent 


3.4.17*. 


© ” & ND © 


1/2 
1/3 
1/4 
1/5 


1/3 
1/4 
1/5 
1/6 


WW OOO nl = © © 


ON = OO © © 
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1/4 
1/5 
1/6 
1/7 


1/5 
1/6 


1/7|° 


1/8 
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3.4.21. 10 100 1000 10000 100000 
1 2 30 400 5000 60000 
0,1 3 60 1000 15000 


| 
0 
0 
O0 O0 0,1 4 100 2000! 
(0 
0) 


LL 3 


(0 (0) 0,1 5 150 
0 0 (0 0,1 6 


3.4.28. Trouver la valeur du polynôme /(#) écrit sous la forme d’un 
déterminant 


3—1 1 0 0 0 0 
—]1 3-1 1 0 0 0 
O —1 3-7 ]1 0 0 
(0 O —1 3-7 ]1 0 
0 0 O —1 3-71 ]1 
0 0 0 O —1 3-7 


pour #=2. 


3.4.29. Trouver le nombre de multiplications et de divisions nécessaires 
pour calculer un déterminant d’ordre n par la méthode de Gauss. Comparer 
ce nombre au nombre de multiplications du calcul d’un déterminant en 
partant directement de sa définition. 

3.4.30. Dans l'hypothèse que l’application de la méthode de Gauss n’a 
pas donné lieu à des permutations, trouver le nombre de multiplications 
et de divisions nécessaires pour calculer : 


a) le déterminant quasi triangulaire d’ordre n 


da ds 3... d,n-a Gi,n=1 Gin 

On An Gps... Orne Gant on 

0 Age gg... A3 n-02 d3,n-1 Gsn : 
0 0 0 . Zhyn-2 n-i,n-1 dni,n 

0 0 0 . (0 dh,n=1 Znn | 
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3.4.31. Supposons qu’il faille calculer le déterminant d, d’ordre n dont 
on sait qu’il n’est pas nul et que le déterminant d,., d'ordre n+1 qui le 
borde s'écrit 


d 

d 

dix1= d, u 
a, 

b, b...b, c 


Arranger les calculs de la méthode de Gauss de façon à obtenir pour les 
deux déterminants d, et d,,, le même nombre de multiplications et de 
divisions que celui nécessaire dans le cas d’un seul déterminant d’ordre 
n+ 1. 

3.4.32. On demande de calculer 4 déterminants d'ordre # qui ne diffèrent 
l’un de l’autre que par la dernière colonne. On sait que tous les déterminants 
sont différents de zéro. Arranger les calculs d’après la méthode de Gauss 
de façon que la recherche de tous les k déterminants n’impose que O(kr°) 
multiplications supplémentaires par rapport au nombre nécessaire pour 
calculer un seul déterminant d’ordre n. 

3.4.33*. Trouver le mode de calcul du déterminant d’ordre n de la 
forme 


au dis is dis dj,n—1 in 
da Un og og +. on dn 
as O Gus Ass... Ggn-1 Asa 
dy 0 O0 a c.. di nt din 
dh_: 1 0 0 0 a, _]l,n-—1 a_1, n 
an dy dns dha --. dh,n—1 nn 


(ici les éléments diagonaux @,, ..., 4;_1 ,-, Sont différents de zéro) tel que 
le nombre d’opérations soit fonction de n en tant que polynôme du deuxième 
degré (et non pas du troisième degré comme c’est le cas de la méthode 
de Gauss appliquée aux déterminants de forme générale). 

3.4.34. Examiner l’ensemble D, des déterminants d’ordre n qui satisfont 
aux conditions suivantes : 


a) tous les éléments du déterminant sont bornés en module par l'unité; 
b) il existe un élément égal à l’unité en module; 
c) tous les mineurs pivots principaux sont différents de zéro. 


Dans le calcul d’un déterminant de l’ensemble D, cette dernière condition 
permet d’appliquer la méthode de Gauss sans faire appel aux permutations 
(cf. problème 3.4.2). Montrer, pourtant, que si k est un entier quelconque 
de la suite 1,2, ..., n—1; N étant un nombre positif quelconque, il existe 
un déterminant de l’ensemble D, tel que dans la matrice obtenue après k 
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pas de la méthode de Gauss sans permutations, on ait un élément al? 
supérieur en module au nombre N. Par là même, quel que soit le rang du 
mot machine fourni par un ordinateur, il existe un déterminant de l’ensem- 
ble D, dont le calcul par la méthode de Gauss conduit à la sursaturation. 

3.4.35*. Examiner la variante suivante de la méthode de Gauss prévue 
pour éviter la sursaturation évoquée dans le problème 3.4.34. Après k pas 
de réduction à la forme triangulaire, on choisit parmi les éléments af), ,,1, 
AU) kyrs +. dMxs1 COMme pivot du (k+1)-ième pas successif l'élément 
maximal en module. Supposons que ce soit l’élément aÿ* 41J=k+]1; alors, 
les lignes d’indices £+ 1 et j sont permutées de façon que l’élément maximal 
en module passe dans la case (k+1, k+1), après quoi on procède aux 
transformations usuelles du (k+ 1)-ième pas de la méthode de Gauss. Cette 
variante s’appelle méthode d’élimination avec choix du pivot suivant une 
colonne. Démontrer que dans cette méthode : 


a) si tous les éléments af), 4,1, aW, per, ..., dW%41 de la colonne du 
pivot sont nuls, le déterminant initial est nul; 


b) pour toute case (i, j) 
di+1)|=<2 max 


7,5 


dr | 


c) pour un déterminant d’ordre n tous les éléments qui s’obtiennent 
par réduction à une forme triangulaire sont supérieurs en module au plus 
de 271 fois à l’élément maximal du déterminant initial. 

3.4.36*. Construire un exemple qui confirme que dans la méthode de 
Gauss avec choix du pivot suivant une colonne, la réduction à la forme 
triangulaire peut rendre possible l’accroissement du module maximal 
des éléments jusqu’à l’estimation donnée dans le problème 3.4.35, o). 

3.4.37. Démontrer qu’en appliquant la méthode de Gauss avec choix 
du pivot suivant une colonne : 

a) à un déterminant quasi triangulaire d’ordre n, pendant la réduction, 
le module maximal des éléments ne peut s’accroître que de n fois au plus; 

b) à un déterminant tridiagonal d’ordre nr, pendant la réduction. le 
module maximal des éléments ne peut s’accroître que de deux fois au plus, 
c'est-à-dire 


max , l=<k=<n—1. 


7,5 


k 
dk) ]<2 max|a, 
2,5 


3.4.38. Comme le montre le problème 3.4.36, la méthode de Gauss 
avec choix du pivot suivant une colonne peut, toutefois, donner lieu à 
l'accroissement rapide du module maximal des éléments. Là encore, lors- 
qu’on calcule sur un ordinateur un déterminant d’ordre suffisamment grand, 
une sursaturation devient possible. Aussi utilise-t-on quelquefois une autre 
variante de la méthode de Gauss : on prend comme pivot du (k+ 1)-ième 
pas l’élément maximal en module de la sous-matrice d’ordre n—k formée 
des dernières lignes et colonnes de la matrice A4 obtenue après k pas 
précédents. On effectue la permutation des lignes et des colonnes d’indices 
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supérieurs à k dans le but de faire passer l’élément maximal en module 
dans la case (k+ 1, k+ 1), après quoi on réalise le (k+ 1)-ième pas de façon 
usuelle. Cette variante s’appelle méthode de Gauss avec choix du pivot 
suivant toute la matrice. Démontrer que dans cette dernière méthode, le 
module du pivot du (k+1)-ième pas n’est pas supérieur au double du 
module du pivot du k-ième pas. Une proposition analogue est-elle vraie 
pour la méthode de Gauss avec choix du pivot suivant une colonne? 

3.4.39*. D'après une hypothèse, dans la méthode de Gauss avec 
choix du pivot suivant toute la matrice, le module maximal des éléments 
d’un déterminant d’ordre n à éléments réels en croissant ne dépasse pas n. 
En utilisant le résultat du problème 3.3.8, démontrer cette hypothèse pour 
n=3. 

3.4.40. Déduire du résultat du problème précédent que si l’on applique 
Ja méthode de Gauss avec choix du pivot suivant toute la matrice : 

a) aux matrices réelles d’ordre 4, l'accroissement du module maximal ne 
dépasse pas 6; 

b) aux matrices réelles d'ordre 5, l’accroissement du module maximal 
ne dépasse pas 9. 


3.4.41*. On appelle produit kroneckerien des déterminants d’ordre n 
Au Gp .- 
det 4A= oy as -.. don 


et d'ordre m 


Au b=lba Der be 


Aubn Gun Anr Gin AD 1m Ain1m 
È ice Ps 5 e “ 2 È . eee ee done sa 
Aube Gina) Aube GinDs Abam AnDam 
D = sr ei : : ‘ : 2 Fi : ; L eue cr ae : rs 
Pa se | NN ARS DURE UNE ES 
bn «++ Gb Gntbme - +: Gb ++ tb «+: Gb 


Ainsi, la matrice du déterminant D se compose de m° cases d’ordre n. 
Ces cases s’obtiennent de la matrice À par multiplication de tous ses éléments 
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par bu, De, 50 bims LR [200 ..., bons CCE Ds be; ..., Dm respective- 
ment. En appliquant la méthode de Gauss, démontrer que 


D=(det 4}"(det B). 


3.4.42. Démontrer qu’un produit kroneckerien de deux déterminants 
orthogonaux : d d’ordre n et d’ d’ordre m, est un déterminant d’ordre mn. 
3.4.43. Trouver la relation entre le déterminant d’une matrice À d’ordre 
n et les déterminants des matrices d’ordre 2r composées de la façon suivante : 


"Ur (24 
c) Ê | d) É il 


A 24) 24 54 


CHAPITRE 4 


SYSTÈMES D’ÉQUATIONS LINÉAIRES 


$ 4.0. Terminologie et généralités 


Le tableau numérique rectangulaire composé de m lignes et n colonnes 


s’appelle matrice rectangulaire de type mXn (ou matrice mXn) réelle ou 
complexe suivant que les éléments a,, de cette matrice sont réels ou com- 
plexes. 

Pour une matrice rectangulaire le mineur d’ordre k se définit de même 
qu’au $ 3.0 (cas particulier d’une matrice carrée). De plus, k-= min (m, n). 
La notation du mineur se conserve également : 


r | RES ji 
het 

L'ordre supérieur r des mineurs différents de zéro d’une matrice À 
S appelle rang de cette matrice, alors que tout mineur non nul d’ordre r, 
mineur de base de À. Si tous les éléments d’une matrice sont nuls (une telle 
matrice est dite nulle), on admet par définition que son rang soit nul. 

Si les lignes de À sont envisagées comme des vecteurs de dimension n, 
et les colonnes, comme des vecteurs de dimension m, alors le rang du 
système de lignes, ainsi que le rang du système de colonnes, est égal au 
rang de la matrice À. Il s’ensuit que le rang d’une fransposée AT de type 
nxXm (cf. $ 3.0) coïncide avec celui de À. 

Soient dans un espace vectoriel W de dimension n le vecteur x, et le 
sous-espace L fixés. L'ensemble P des vecteurs de la forme 


X—= Xo+ 4 ’ 4 EL, 
s’appelle plan engendré par la translation du sous-espace L d’un vecteur xs, 


noté x,+L. x, S’appelle vecteur de translation, et L sous-espace directeur 
du plan P. 
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Si on envisage le sous-espace L comme l’enveloppe linéaire L(g,, q:, ..… 
..., 4x), On peut écrire l’équation paramétrique du plan P : 


X= Xo+ liQ1+ loQot + lis 


ici, les paramètres f,, {, ...,t, prennent des valeurs numériques arbitraires. 

. On peut montrer (cf. 4.2.1) que pour le plan donné, le sous-espace 
directeur est bien défini. C’est pourquoi on peut attribuer à tout plan une 
dimension égale à la dimension de son sous-espace directeur. Dans ces 
conditions, le plan de dimension 1 s’appelle ligne droite, et le plan de di- 
mension (7— 1) hyperplan. 

Les plans P,=x,+L, et P,.=x,;+L, sont dits parallèles si L,CL,, ou 
bien Z,cL;. 

Voici encore quelques définitions et résultats relatifs aux systèmes 
d'équations linéaires (ces systèmes ont également fait l’objet de l’étude du 
$ 1.0). 

Un système d’équations linéaires est dit homogène si les seconds membres 
de toutes ses équations sont nuls, et non homogène dans le cas contraire. 

La matrice À composée de coefficients affectés aux inconnues s’appelle 
matrice du système d'équations considéré. Si on ajoute à À la colonne des 
seconds membres du système, on obtient ce qu’on appelle la matrice com- 
plète À du système. 

Supposons que dans un système d’équations le nombre d’inconnues 
soit égal au nombre d’équations. Alors, la matrice À du système est carrée, 
et la condition det 40 assure sa compatibilité et son caractère bien défini. 
Dans ce cas, la solution unique x;, ..., x, peut se calculer d’après les 
formules de Cramer 


det 4: 
Xi Get A ? 1= ], ss 


où À, est la matrice obtenue à partir de À en remplaçant la i-ième colonne 
par la colonne des seconds membres. 

Deux remarques sur les problèmes de ce chapitre. Au $ 4.2 nous donnons 
toute une série de problèmes de calcul relatifs à la détermination de Ia 
position réciproque des plans dans un espace vectoriel. Pour les résoudre 
on peut appliquer les méthodes du chapitre 1; telles sont la recherche 
du rang du système donné de vecteurs, l'intersection de deux enveloppes 
linéaires, etc. 

Comme nous le montrons au 8 4.5, l’ensemble des solutions d’un système 
non homogène d’équations linéaires peut être considéré comme un plan 
dans un espace arithmétique. Supposons que nous ayons introduit dans 
l’espace un produit scalaire. Parmi les vecteurs d’un plan quelconque, il 
y a un vecteur et un seul, orthogonal au sous-espace directeur de ce plan 
(cf. problème 4.3.11) : c’est le vecteur normal. La solution correspondante 
d’un système d’équations linéaires s’appelle solution normale. Cette notion 
est utilisée, par exemple, dans le problème 4.5.36. 
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$S 4.1. Rang d’une matrice 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans ce qui suit nous donnons des pro- 
blèmes pour illustrer les différentes définitions du rang d’une matrice et leurs applications 
dans le calcul des matrices concrètes. 


4.1.1. Montrer que dans r lignes (colonnes) linéairement indépendantes 
quelconques d’une matrice, 1l existe un mineur non nul d’orûre r. 

4.1.2*. Une matrice rectangulaire À de type mXn(mz=n) possède un 
mineur d’ordre (7—1) différent de zéro, tous les mineurs d’ordre n qui le 
bordent étant nuls. Démontrer que tous les mineurs d’ordre n de À sont 
nuls et donc le rang de À est n—1. 

4.1.3*. Une matrice À possède un mineur M non nul d’ordre r; tous 
les mineurs qui bordent M sont nuls. Montrer que le rang de À est r. 

4.1.4. Que peut-on dire d’une matrice mXn (m>=n) de rang n, si elle 
ne possède qu’un seul mineur de base? 

4,1.5*. Que peut-on dire d’une matrice mXn arbitraire si elle ne 
possède qu’un seul mineur de base? 

4.1.6*. Démontrer qu’à l'intersection de r lignes linéairement indé- 
pendantes quelconques et de r colonnes linéairement indépendantes quel- 
conques d’une matrice de rang r se trouve un mineur non nul d’ordre r. 

4.1.7. Une matrice carrée À est dite symétrique si a,,=a, quels que 
soient À, j. Démontrer que le rang d’une matrice symétrique est égal à 
l'ordre maximal des mineurs principaux non nuls de cette matrice. 

4.1.8. Montrer que la proposition du problème 4.1.7 est vraie égale- 
ment pour une matrice hermitienne complexe À, c’est-à-dire pour une 
matrice dont a,,= à, quels que soient i, j. 

4.1.9*. Prouver que le rang d’un système de vecteurs arbitraire d’un 
espace euclidien (ou unitaire) est égal au rang de la matrice de Gram de 
ce système. 

4.1.10. Une matrice carrée À est dite antispmétrique si a,,= —a,, quels 
que soient i, j. Démontrer que le rang d’une matrice antisymétrique est 
égal à l’ordre maximal des mineurs principaux non nuls de cette matrice. 

4.1.11. Démontrer que le rang d’une matrice antisymétrique est un 
nombre pair. 

4.1.12. Le déterminant d’une matrice carrée d'ordre n n’est pas nul. 
Démontrer que pour tout r, 1I=r=n— 1, en permutant seulement les lignes, 
on peut rendre différent de zéro le mineur pivot principal d’ordre r de cette 
matrice. 

4.1.13. Démontrer qu’en permutant seulement les lignes d’une matrice 
carrée à déterminant non nul, on peut rendre différents de zéro tous les 
mineurs pivots principaux de cette matrice. 

4.1.14. Le rang d’une matrice À de type mX n est égal à 1. Démontrer 
qu'il existe des nombres b,, ...,b,, et 1, ..., c, tels que, quels que soicnt 
1, Js 

ay=bc,. 
Ces nombres, sont-ils bien définis? 
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4.1.15. Les lignes d’une matrice 4 de type mXn sont orthogonaux 
comme vecteurs d’un espace arithmétique de dimension n; de plus, chaque 
ligne possède au moins un élément non nul. Démontrer que n=m. 

4.1.16. Démontrer que le rang de la matrice À de la forme 


_|| An 0 
4710 4% | 
est égal à la somme des rangs des sous-matrices nulles de dimensions corres- 
pondantes. 
4.1.17. La proposition : le rang de la matrice À de la forme 
_— An A2 
A= 0 . 


est toujours égal à la somme des rangs des sous-matrices 4,, et 4, est-elle 
vraie ? 

4.1.18. Comment peut changer le rang d’une matrice si on change la 
valeur de l’un de ses éléments? 

4.1.19. Comment peut changer le rang d’une matrice si on change les 
éléments d’une seule de ses lignes? de k lignes? 

4.1.20*. Démontrer que dans une matrice nXn de rang r il existe k 
éléments tels que leur changement en grandeur absolue aussi petit que l’on 
veut augmente le rang de la matrice jusqu’à r+k, 1<=k=<n—r. 


4.1.21. Indiquer les valeurs possibles du rang de la matrice qui s'écrit 


0 O0 ...0 dun 
0 O0 . 0 on 
0 O0 ...0 in 
dm de ee An,n-1 Ann 


4.1.22. Démontrer que dans une matrice carrée nXn à déterminant 
non nul, le rang de toute sous-matrice d'ordre 7— 1 vaut au moins n—2. 


4.1.23. Prouver que deux systèmes de vecteurs d’un espace arithmétique 
X1= (au; .. dis ….. Gi)» .. Gun) 
Xo= (Go, .., Gps +.» Ans + +5 Gon)s 


Pr= (au; .. dk)» ... his 9 Ayn) 


ont le même rang. 
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4.1.24. Démontrer que la dimension de l'enveloppe linéaire tendue sur 
le système de vecteurs x, ..., x, est égale au rang de la matrice composée 
de coordonnées de ces vecteurs dans une base arbitraire de l’espace. 

4.1.25. Démontrer que le vecteur b appartient à l'enveloppe linéaire 
des vecteurs x, ..., x, si et seulement si le rang de la matrice composée 
de coordonnées des vecteurs x1, ..., x, dans une base quelconque de l’espace 
est égal au rang de la matrice complète composée de coordonnées dans la 
même base des vecteurs x,, ..., x,, b. 

4.1.26. Démontrer que les transformations élémentaires (cf. problème 
1.2.17) d’un système de lignes ou d’un système de colonnes d’une matrice 
ne changent pas son rang. 


4.1.27. Prouver que toute matrice mXn peut être ramenée par des 
transformations élémentaires des lignes et des colonnes à la forme 


A1 Go CRC &}, .. din 
O Goo -.. Go, Gon 
0 0 . 4, an ll» 


OÙ A1, Gp, - . ., 4, SONt différents de zéro et où rest égal au rang de la matrice 
linéaire. Comparer cette proposition au problème 1.2.18. 


Calculer le rang des matrices suivantes : 


4.1.28. [57 259 481 407 4.1.29.|| 2 5-1 4 3 
19 133 247 209|. 3 1 2 O0 1 
125 175 325 275 4 1 6-1-I1 
2 3 0 4-9 
4.1.30*. [11241 381 273 —165 


134 —987 562 213 
702 225 —1111 49 


4.131. |—3 2 0 1 4 
— 1 >. 2: 3. 5 

6 —12 3 —-7 —-8| 
—3 7 9 4 15 

4.132. | —5 


2. 
4 O0 
—3 1 

0 
() 


2 
—] 
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4.1.33. 9 —12 3-4 12 —-16 
—15 21 —5 7—20 28 

18 —24 6 —8 15 —-20|| 
—30 42 —10 14-25 35 


4.1.34. Calculer la dimension du sous-espace vectoriel tendu sur le 
système de vecteurs x,=(73, —51, 13, 42, 15), x:=(44, —32, 5, 25, 3), 
X3=(76, — 52, 16, 44, 18), x,=(—37, 27, —4, —21, —2). 

4.1.35. Le sous-espace vectoriel L est tendu sur les vecteurs x,=(2, 4, 
8, —4, 7), x2=(4, —2, — 1, 3, 1), x:=(3, 5, 2, —2, 4), x,=(-—S, 1, 7, —6, 2). 

Les vecteurs suivants 

a) b,=(6, 18, 1, —9, 8); 

b) b:=(6, 18, 1, —9+e, 8); 

c) b3=(6, 18, 1, —9, 8+e) 


appartiennent-ils à cet espace ? 
Ici e est un nombre quelconque différent de zéro. 


4.1.36*. Démontrer que le rang de la matrice À de type kXn de la 
forme 


1 a «&... a! 
1 & &... a? 


1 a, a... a! 


où £=n et 4, 4, ...,a, Sont des nombres entiers distincts, est égal à &. 


$ 4.2. Plans dans un espace vectoriel 


Présentation des problèmes du paragraphe. Les problèmes ci-dessus traitent surtout 
de deux questions suivantes : 

Détermination des plans dans un espace vectoriel, dimension d’un plan. 

Position relative des plans. 

A la fin du paragraphe nous établissons certaines relations entre les plans de dimension 
arbitraire et les hyperplans. 


4.2.1. Démontrer que deux plans P,=x,;+L, et P.=x,+ LL, Coïncident 
si et seulement si L,=L, et x; —x,.€L,. Par là même le sous-espace directeur 
est bien défini pour chaque plan. 

4.2.2. Déduire du résultat du problème précédent que pour le plan 
donné comme vecteur de translation on peut prendre l’un quelconque de 
ses vecteurs. 

4.2.3. Démontrer que si les vecteurs x, et x. appartiennent au plan 
P=x,+L, alors x;,—x.€L. Inversement, si x,€P et x, —x.€L, alors x,€P. 

4.2.4. Démontrer que le plan P=x,+L est un sous-espace si et seule- 
ment si x,€ L. 

4.2.5. Démontrer que pour que le plan P=x,+L soit un sous-espace, 
il suffit que la somme de vecteurs quelconques x, et x, de P appartient à L. 
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4.2.6. Démontrer que l'intersection du plan P=x,+L avec un sous- 
espace quelconque supplémentaire de ZL se compose d’un seul vecteur. 

4.2.7. Le plan de dimension 0 que représente-t-il ? 

4.2.8. Le plan de dimension nr dans un espace vectoriel V de dimension 
n que représente-t-1l ? 

4.2.9. Démontrer que dans l’espace des polynômes de degré = n l’ensem- 
ble des polynômes f(#) vérifiant la condition f(a)=b, où a et b sont des 
nombres fixés, est un plan. Trouver la dimension de ce dernier. 

4.2.10. Démontrer qu’un plan de dimension k qui n’est pas un sous- 
espace possède un système linéairement indépendant composé de k+1 
vecteurs. 

4.2.11. Prouver que dans un plan de dimension k tout système composé 
de k+2 vecteurs est linéairement dépendant. 

4.2.12. Démontrer que pour k+1 vecteurs linéairement indépendants 
il existe un plan et un seul de dimension k contenant ces vecteurs. 

4.2.13. Démontrer que le plan de dimension k contenant les vecteurs 
linéairement indépendants x,, x,, ..., x, peut être décrit comme l’ensemble 
des combinaisons linéaires «xo+ax, + ...—+ax, vérifiant la condition 
+at...+a=l. 

4.2.14. Démontrer que si l’intersection de deux plans P,=x,+L, et 
P,= x:+ L, n’est pas vide, elle est un plan à sous-espace directeur L, ML. 

4.2.15. Appelons somme P,+P, des plans P,=x+1l et P=x+L 
l’ensemble des vecteurs de la forme z,+2z, où z:1€P,, z2€P,. Démontrer que 
la somme des plans P, et P, est également un plan. Trouver son sous-espace 
directeur. 

4.2.16. Appelons produit ÀP d'un plan P=x,+L par un nombre À 
l'ensemble des vecteurs de la forme Az, où z€P. Démontrer que le produit 
du plan P par le nombre À est également un plan. Trouver son sous-espace 
directeur. 

4.2.17. Dans un espace vectoriel V on fixe le sous-espace L. L'ensemble 
M des plans de l’espace V engendrés par la translation du sous-espace L 
sera-t-il un espace vectoriel par rapport à l’addition et la multiplication 
par un nombre, définies dans les problèmes 4.2.15 et 4.2.16? 

4.2.18. Changer la définition de la multiplication d’un plan par un 
nombre de façon que l’ensemble M du problème 4.2.17 devienne un espace 
vectoriel. Indiquer l'élément nul de cet espace. (L'espace M ainsi obtenu 
s’appelle espace quotient de l’espace V par le sous-espace L.) 

4.2.19. Soit L de l’énoncé du problème 4.2.18, un sous-espace de 
dimension k d’un espace V de dimension n. Quelle est la dimension de 
l'espace M7? 

4.2.20. Dans l’espace R, on donne le plan x=x,+P1+foPos OÙ Xo=(2, 
3, —1, 1, 1), p1=(3, —1, 1, —1, 1), p=(—1, 1, 1, 1, —1). Etablir si les 
vecteurs z=(1, 6, 4, 4, —2) et v=(1, 6, 5, 4, —2) appartiennent à ce 
plan. 

4.2.21. Démontrer que s1 une droite possède deux vecteurs communs 
avec un plan, cette droite appartient à ce plan. 
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4.2.22. Déterminer la position relative du plan P=x,+L, où x,=(1, 
0, 0, 1) et L est tendu sur les vecteurs y,=(5, 2, —3, 1), y,=(4, 1, —1, O), 
Ya=(— 1,2, —S5, 3), et des droites 


a) N— X1+ {1 X1— (3, 1, — 4, 1), Gi=(—1, 1, 2, 1); 
b) X— Xo + (Qos X:= (3, 0. — 4, 1), Go=(— 1, 1, 2, 1); 
C) X=Xs+ (ss X3=(—2, 0, —1, 2), gs=(1, 1, —2, 1). 


4.2.23. Démontrer que les droites x=x,+1q, et x=x:+1q2, où x,=(9, 
3,6, 15, —3),q1=(7, —4, 11,13, —5), x2=(— 7,2, —6, —5, 3), g:=(2, 9, — 10, 
—6, 4), sont concourantes. Trouver leur intersection. Indiquer le plan 
de dimension 2 auquel appartiennent ces droites. 

4.2.24*. Démontrer que les droites x= x,+ 1q, etx=x:+1q, où x1=(8, 
2, 5, 15, —3), g,=(7, —4, 11, 13, —5), x:=(=7, 2, —6, —5, 3), g=(2, 
9, —10, —6, 4), ne sont pas concourantes. Construire le plan de dimension 
3 contenant ces deux droites. 

Déterminer la position relative des plans P,=Xxo+f1P1t+ foPo et P:= 
= Yo+ {11 lo : 

4.2.25. x,=(3, 1, 2, O, 1), Pi=(2, —6, 3, 1, —6), 

Yo=(1, 0, 1, 1, O), g\=(—1, 1, —1, 0, 1), 
Pe=(0, 5, se — 1, 6), 
Ge=(—1, 3, —1, —-1,2 

4.2.26. xy=(7, —4, 0, 3, 2), Pi=(-1, 1, 1,1, D, 
Yo=(6, —5, —1, 2, 3), gi={(1, 1, —1, 1, 1), 
P2=(1, — 1, 1, }, 1), 
e=(1, 1, 1, — ], 1). 

4.2.27. xo=(2, —3, 1, 5, O), PM1=(3, —2, 0, 1), 
Yo=(0, = 0, 4, 1), =(1, 2, 4, 0, —2), 
Pa=(—1, 5, —2, 0, 3), 

Ge=(6, 3, 4, 0, 3). 

4.2.28. xo,=(—3, —2, 1, —1, 2), p=(l, —1, 1, 1, 3), 
Yo=(—1, 0, 3, 3, 8), qi=(1, 1, —3, —3, 1), 
Pa=(— 1, 2, I, 2, — 2), 
2= (0, 1, 2, >; 1). 

4.2.29. x,=(1, 2, 0, 2, 1), P1=(5, —2, 6, 1, —4), 
Yo=(1, 72 1, 2, 1), G=(1,—-4, 0, 1, —6), 


de=(—3, 3, —3, —1, 5). 

4.2.30. x,=(4, 1, 10, —3, 5), n=(2, 1, 3, 0, 1), 
Yo=(—3, 2, 1, — 4, 8), 1=(3, — 3, 3, 1, —S), 
Pe= (1, — 4, 0, 1, —6), 
G2=(5, —2, 6, 1, —4). 


4.2.31. Démontrer que si la droite x=x,+1q et l’hyperplan x=y,+L 
ne sont pas concourants, alors g€L. 
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4.2.32. Démontrer que si les hyperplans 7,=x,+L, et %=y,+L, ne 
sont pas sécants, alors L,=L,. 

4.2.33*. Démontrer que si l'intersection des hyperplans z,, ..., x, 
d’un espace de dimension n# n’est pas vide, elle constitue un plan d’une 
dimension n—k au moins. 

4.2.34*. Démontrer que tout plan de dimension k dans un espace de 
dimension n peut être donné comme l'intersection de n—k hyperplans. 


$ 4.3. Plans dans un espace euclidien 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans le présent paragraphe nous discutons 
des modes différents de la représentation des hyperplans dans un espace euclidien et 
étäâblissons la correspondance entre les plans et les systèmes d'équations linéaires. Nous 
introduisons la notion du vecteur normal d’un plan et examinons certains problèmes 
géométriques associés à la détermination des distances. À titre de conclusion, nous 
considérons comme important de noter que la description des plans par des systèmes 
d'équations linéaires que nous avons obtenue pour des bases orthonormées d’un espace 
euclidiens est en fait possible dans toute base d’un espace vectoriel. 


4.3.1*. Démontrer qu’un ensemble des vecteurs d’un espace euclidien 
(unitaire) E vérifiant la condition (n, x)=b, où n est le vecteur non nul fixé 
et b le nombre donné, est un hyperplan de cet espace. Dans quel cas cet 
hyperplan est un sous-espace ? 

4.3.2. Démontrer que l’hyperplan donné par la condition (7, x)=b peut 
être décrit également par la condition (1, x—x,)=0, où x, est un vecteur 
arbitraire de cet hyperplan. 

4.3.3*. Démontrer que tout hyperplan d’un espace euclidien peut être 
donné par la condition de la forme (n, x)=b. 

4.3.4. Démontrer que si les conditions (7,, x)=b, et (n., x)=b, dé- 
finissent un même hyperplan, alors pour un certain nombre non nul «, 
= b\=abs. 

4.3.5. Dans l’espace des polynômes de degré =n le produit scalaire 
est défini par la formule (2.3.1). Pour l'hyperplan donné par la condition 
f(c)=d, trouver la notation de la forme (#, f)=b. Indiquer le polynôme 
correspondant "(f). 

4.3.6. Est-ce que tout hyperplan d’un espace des polynômes (cf. pro- 
blème précédent) peut être donné par la condition de la forme f(c)= d? 

4.3.7. Démontrer que dans chaque base orthonormée d’un espace 
tout hyperplan peut être décrit par l’équation du premier degré 

Ayo + Aotot ... + 4,0, =b 
par rapport aux coordonnées &,%, ..., &, des vecteurs de cet hyperplan. 

4.3.8*. Démontrer que si l’intersection des hyperplans de l’espace de 

dimension n 
(1 X)=b1, 
(res X)= bo, 


88 SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES [Ch. 4 


n’est pas vide, c’est un plan de dimension n—r, où r est le rang d’un système 
de vecteurs 71,, ..., ny. 

4.3.9. Dans un espace euclidien (unitaire) E on a fixé la base ortho- 
normée e, ..., €,. Démontrer que 


a) si 
Aya + Ayo + . + Ann =), 
And + Gone t - «+ + dant = Das 


Ana + mot + + + FOmnËn= Dm 


est un système compatible arbitraire d'équations linéaires à #7 inconnues, 
alors l’ensemble des vecteurs z dont les coordonnées dans une base e,, ...,e, 
satisfont à ce système, est un plan de l’espace E. Ce plan est de dimension 
n—r, où r est le rang de la matrice 


Guy yo -- An 


(7281 A - -- Ann 


b) tout plan P de l’espace E peut être décrit par un certain système 
d'équations linéaires. Ceci signifie que le vecteur z appartient au plan P 
si et seulement si ses coordonnées dans une base e,, ..., e, satisfont au 
système donné. Si r est la dimension du plan P, tout système qui décrit ce 
plan compte au moins 7—r équations, et, en outre, il existe un système 
tel qu’il se compose exactement de n—r équations. 

43.10. Trouver le système d'équations linéaires qui décrit le plan 
P=x)+L, où x5=(1, 1, 1, 1)et Lest tendu sur les vecteurs y,=(1, 3, 0, 2), 
Yo=(3, 7, —1, 2), y:=(2, 4, —1, 0). 

4.3.11. Démontrer que parmi les vecteurs de tout plan P il existe un 
vecteur z, et un seul orthogonal au sous-espace directeur de ce plan. Le 
vecteur z, S’appelle vecteur normal du plan P. 

4.3.12. Montrer que parmi tous les vecteurs d’un plan P, le plus petit 
en longueur est le vecteur normal z,. 

4.3.13. Montrer que le vecteur normal z, d’un plan P est égal à la 
perpendiculaire abaïssée d’un vecteur arbitraire de ce plan sur le sous- 
espace directeur. 

43.14. Trouver le vecteur normal z, d’un hyperplan donné par la 
condition (n, x)=b. 

43.15. Soit z, le vecteur normal d’un plan P (ne coïncidant pas avec 
l’espace P tout entier). Démontrer que le plan P appartient à l’hyperplan 
(Zo> X)=(Zo> 20). 

4.3.16. Déterminer dans l’espace des polynômes de degré = n à produit 
scalaire (2.3.1) le vecteur normal du plan donné par les conditions f(0)= 1, 


=]. 
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4.3.17. On appelle distance du vecteur x au plan P=x,+ L le nombre 
e(x, P)=inf o(x, u). 
uEP 


Démontrer que la distance p(x, P) est égale à la longueur de la perpendiculaire 
abaissée du vecteur x— x, sur le sous-espace L. 

4.3.18. Le sous-espace L est tendu sur le système de vecteurs linéaire- 
ment indépendants y,, ...,},. En utilisant le résultat du problème 4.3.17 
et les propriétés des déterminants de Gram, démontrer que la distance du 
vecteur x au plan P=x,+L s'écrit 


YU 
gtx, Py= (Sn ee 22e 5-20) 


4.3.19. Trouver la distance du vecteur x=(5, 3, —1, —1) au plan 
P=x,+L, où x,=(0, 0, —3, 6) et L est tendu sur le système de vecteurs 
Y1=(1, 0, 2, —2), y2=(0, 1, 2, 0), ys=(2, 1, 6, —4). 

43.20. On appelle distance entre deux plans P,=x,+L et P,=x\:+1L 


le nombre : 
O(P1, P2)= inf of, 1). 
mEP1,usEPs 


Prouver que la distance p(P,, P.) est égale à la longueur de la perpendiculaire 
abaissée du vecteur x,— x, sur le sous-espace L=L;+L,. 

4.3.21. Prouver que le carré de la distance entre les droites /,=X;+ /q1 
et lb = X2+ (q) est égal à : 


a) pl, L)= GR, si les droites /, et /, ne sont pas parallèles; 


b) eh, 1}= Pr ER , si les droites L et L, sont parallèles. 


Trouver la distance entre les droites /,=x,+ tq, et l= Xa+ (Qo- 

43.22. x,=1(5, 2, 0, 3), g,=(1, 2, —4, 1); x:=(3, —1, 3, 1), g=(1, 0, 
— ], O). 

43.23. x,=(5, 4, 3, 2), q1=(1, 1, —1, —1); x,=(2, 1, 4, 3), g=(—3, 
— 3, 3, 3). 

Trouver la distance entre les plans P,=Xx,+ #1p1+ foPo et Po=Yo+ hQ+ 
loQ : 


4.3.24. x5=(89, 37, 111, 13, 54),  pi=(1, 1, 0, —1, —1), 
v=(42, —16, —39, 71, 3, a=(1, 1,0 

P2= (1, =}, 0, = 1, 1), 

Ga=(1, —1, 0, 1, —1). 


43.25. xy=(5, 0, —1, 9, 3), p=(1, 1,0, —1, —1), 
Yo= (GG, 2, —4, 7, 5), q=(1, 1,0 
Pe=(1, — 1, 0, — 1, 1), 
>= (0, 3, 0, 1, — 2). 
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4.3.26. xy=(4, 2, 2, 2, O), P1=(1, 2, 2, —1, 1), 
Yo=(—1, }, — ], O, 2), d=(8 7, — 2, ls — 1), 
P2=(2, 1, —2, }, — 1), 
de=(—5, —4, 2, —1, 1). 


43.27. Démontrer que dans une base quelconque d’un espace vectoriel 
tout hyperplan peut être décrit par une équation du premier degré par 
rapport aux coordonnées des vecteurs de cet hyperplan (comparer au 
problème 4.3.7). | 

4.3.28. Démontrer que dans une base quelconque d’un espace vectoriel 
tout plan de dimension r peut être décrit par un système de n—r équations 
linéaires par rapport aux coordonnées des vecteurs de ce plan. 

4.3.29. Soïent P un certain plan d’un espace vectoriel qui n’est pas un 
sous-espace, x un vecteur arbitraire de ce plan. Montrer que dans cet 
espace on peut introduire un produit scalaire de façon que x soit un vecteur 
normal du plan P. 


$S 4.4. Systèmes homogènes d’équations linéaires 


Présentation des problèmes du paragraphe. Nous avons cru opportun de dégager les 
problèmes relatifs aux systèmes homogènes d'équations linéaires dans un paragraphe 
spécial; à la différence du cas non homogène, ici la question de compatibilité ne se pose 
pas, et, d’ailleurs, la structure algébrique de l'ensemble des solutions est tout autre : 
POUR AS système homogène c'est un sous-espace et pour un système non homogène, 
un plan. 

L’attention est portée surtout aux deux problèmes classiques qui consistent à recher- 
cher la solution générale et à construire le système fondamental de solutions. Nous avons 
voulu insister sur la relation entre ces deux modes de description du sous-espace des 
solutions d’un système homogène; le problème 4.4.13 montre que les formules de la 
solution générale se confondent avec la description de ce sous-espace à l’aide d’un système 
fondamental spécial. 

A la fin du paragraphe nous indiquons certaines applications des systèmes homogènes 
d'équations linéaires aux problèmes de l’espace vectoriel : calcul de la base et de la di- 
mension d'un sous-espace, vérification de l’équivalence de deux systèmes de vecteurs, etc. 


4.4.1. Montrer que l’ensemble des solutions d’un système homogène 
arbitraire d'équations linéaires est un sous-espace. À cet effet, envisager 
les solutions comme les vecteurs de l’espace arithmétique correspondant. 


4.4.2. Deux systèmes homogènes d’équations linéaires 


GuX+ .…. +ahX, =0, 


et 
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sont dits équivalents s’ils possèdent le même ensemble de solutions. Démon- 
trer que les systèmes considérés sont équivalentes si et seulement si sont 
équivalents les systèmes de vecteurs 


Ui = (Guy, ..., Gin), 


et 


4.4.3. Un système homogène de m équations à n inconnues posséde 
une matrice des coefficients des inconnues dont le rang est r. Démontrer 
que la dimension du sous-espace des solutions de ce système est 7—r. 

4.4.4. Indiquer toutes les valeurs du paramètre À telles que le système 
d'équations 

(8— À)x1+ 2x2 + 3Xxs + Âx4=0, 
X1+(9—2)xo+ 4x3+ 1x, =0, 
X1+2x%+ (10— )xs + ÂAx1=0, 
X1+2X2+ 3X3+ Âx,=0 
ne soit pas défini. 

Trouver la dimension du sous-espace des solutions du système en 

fonction de la valeur du paramètre 1 : 


44.5.  (1—/)x;+4x+24x3+22x,=0, 
(—1+/)x,+(2—22)x—24x;—22x,=0, 
(—/)xi+x+(2+/)x+(1+22)x,=0, 
(—1+2)x,—/x0—2/x3+(2—31)x,=0. 
4.4.6. —4x,+(2+21)x,+21x+22x,=0, 
AXi + (1+ xt Des A0, 
D+(1+/)xe—2x3+ 1x4= 0, 
—Àx,—(1+/)xe— 1x3 —(2+22)x,=0. 


4.4.7. Soit un système homogène d’équations de rang r. Démontrer que 
la permutation des équations et le changement de la numérotation des 
inconnues permet d'obtenir que dans la matrice du système les mineurs 
d'ordre 1, 2, ..., r des premières lignes et colonnes seraient différentes de 
Zéro. 

Dans les problèmes 4.4.8-4.4.15 on examine le système homogène 
d'équations 

AnX1 + GoXo +... +aXn =0, 
Go X1 + GooXo +... + GonXn = 0, (4.4.1) 


AmXitamXot - - + nnXn=0. 


92 SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES {Ch. 4 


On suppose que le rang de ce système soit r et que dans la matrice 
du système les mineurs d’ordre 1, 2, ..., r des premières et des dernières 
lignes et colonnes soient différents de zéro (d’après le problème 4.4.7, 
on peut toujours l'obtenir en changeant l’ordre des équations et des in- 
connues). 

4.4.8. Démontrer qu’en appliquant la méthode d'élimination au système 
(4.4.1) on peut choisir comme pivots des pas isolés a, a, ..., aÿ-1 
pour obtenir finalement le système d'équations de la forme 


uit @oXot + OX, + rpi%esit + GnXn =0, 
dx, + … + ax, + D) 1x1 …. +afx, =0, (4.4.2) 


dé-Dx, + dx sit + dx, = 0 


en omettant les équations dont tous les coefficients sont nuls. 

4.4.9. Montrer que le système (4.4.2) permet de trouver les expressions 
de la forme ci-dessous des inconnues x,, ..., x, par les inconnues non 
principales x,,1, ..., X, : 

X1= CuXe41 T Core ce + Ci nn 
X2= CnXr41T CoXr40 th 0 + Co nr Xns (4.4.3) 


X,—= AX#1T CraXr+2 +...+ Cr,n=rXn : 


On appelle ces formules solution générale du système (4.4.1). Cette appella- 
tion traduit le fait qu’en donnant aux inconnues non principales des valeurs 
arbitraires, on trouve d’après les formules (4.4.3) les r premières compo- 
santes de la solution du système (4.4.1) et, inversement, toute solution 
de ce système peut s’obtenir de cette façon pour des valeurs correspondantes 
des inconnues non principales. 


4.4.10*. Démontrer que les solutions du système (4.4.1) 


Y1= (x cs X1rs X1,r+19 “3 Xin)s 
Ye=(Xn ..., Xor) X2,r+1 CCE E Xon)» 


DC re RE ess Xe) 
sont linéairement dépendantes si et seulement s1 les vecteurs de dimension 
n—r 
Z1=(X,r415 RS X1n)r 


Zo— (Xe, 741 ...s Xon)r 


Zk = (Xx,r415 + + +5 Van). 
sont linéairement dépendants. 


4.4.11. Démontrer qu’une base du sous-espace des solutions du système 
(4.4.1) peut s’obtenir de la façon suivante : fixer un certain déterminant 
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non nul d'ordre n—r et envisageant à tour de rôle ses lignes comme des 
valeurs des inconnues non principales x,,1, ..., x,, trouver d’après les 
formules (4.4.3) les valeurs correspondantes des inconnues x;, ..., x,. 
Les n—r solutions ainsi construites forment justement une base. Toute base 
du sous-espace des solutions d’un système d’équations homogène s’appelle 
système fondamental de solutions de ce système. 

4.4.12. Montrer que le choix du déterminant étant convenable, tout 
système fondamental de solutions du système (4.4.1) peut être construit 
de la façon décrite dans le problème 4.4.11. 


44.13. Montrer que les vecteurs 


Y1— (Ci1 Co ..., C1» 1, 0, ... 0), 
Vo (Cyr Co), -.., Ces 0,1, ..., 0), 


Ya=r=(Ci,n=r Co,n—r3 se 2 Crn=r 0, 0, ..., 1) 


engendrent le système fondamental de solutions du système d’équations 
(4.4.1). Ici c,, sont les coefficients des formules (4.4.3). 


En complétant les formules (4.4.3) par les identités 


X,41 _ X,+1 9 


interpréter la solution générale comme une représentation de toute solution 
du système (4.4.1) par la combinaison linéaire des solutions y,, y», ...y,, 
dont les coefficients sont les valeurs des inconnues non principales. 

4.4.14*. Démontrer que le rang de la matrice C de type rX(n—r) 
composée de coefficients des formules (4.4.3) est égal au rang de la sous- 
matrice 

d,r+1 rss ce. dun 
de, r+1 do, +2. An 


An, r+1 An, r+2 °°° Ann 


de la matrice des coefficients du système (4.4.1). 


4.4.15. Démontrer que dans les formules (4.4.3) tous les coefficients 
de l’inconnue non principale x,(r<k=n) sont nuls si et seulement si tous 
les coefficients de cette inconnue sont nuls dans le système initial (4.4.1). 

Trouver la solution générale et le système fondamental de solutions des 
systèmes d'équations 


4.4.16. 0x, +0-x2+0-x3+0-x,=0. 


44.17. 9x,+21x—15x3+5x,=0, 
12x, + 28x, —20x,+ 7xa=0. 
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4.4.18. 14x,+35x;-7x;—-63x,=0, 
— 10x,—25x,+5x3+45x,=0, 
26x,+65x2— 13x;— 117x,=0. 


44.19. 2x,—-Sx,+4x;+3x,=0, 
3x, —4x,+ 7x3+5x,=0, 
4x, —9xo+ 8x3 + 5x,=0, 

fiat 3x, + 2Xx2— Sx3+ 3x4= 0. 


44.20. 2x,+x.+4x:+ x4=0, 
3x, + 2Xs— X3— 6x4= 0, 

7x,+ 4x, + 6x3 — SX4= 0, 

X + 8xs+ 7xa=0. 


4.4.21 e X1+ 4x:+ 2Xs 7 3Xx,= 0, 
2x,+9xo+5xs+2x+ Xs=0, 
X1+3Xxo+ X3— 2x4 —9x:=0. 


4.4.22. 2x, — 2x+ 3Xx3+ 6x+ Sx,= 0, 
—4x,+ 5x 7xat 3xat+ 8xs=0, 

8x,— 9x,+13x3+15x4+ 2x5=0, 

10x,— 12x,+ 17x3+ 12x,— 11x,=0, 

—6x,+ 7x2—10x;— 9x,+ 3x;=0, 

— 14x,+17x,—24x3— 15x,+ 19x,= 0. 


4.4.23. 2X,—Xo— X3— X4— Xxg=0, 
—X1+2X0— X3— Xa— Xs=0, 

4X;+ Xo— 5x3 — SX — 5x5 = 0, 

Xi+ Xo+ 2X3+ Xat Xxs=0, 

Xi+ Xot Xat2xa+ Xx5=0. 


44.24. 3x,+ 6x,+10x;+4x,—2x;=0, 
6x,+ 10x,+ 17x3+ 7x4—3x,= 0, 
9x; + 3x;+2x,+3x,=0, 

12x, — 2%X2+ Xa+ 8x, + SXs= 0. 


4.4.25. Xi+ 2X2+ 3x3+ 2X4— 6Xx,= 0, 
2X1+3x+ 7xst+ 6x—18x,=0, 
3x,+5Xxo+ 11x3+ 9xs—27x:=0, 
2X1—7Xet 7Xxs+ 16x,—48x:=0, 

Xi+4Xxot+ Sxat 2x4— 6x5=0. 
4.4.26. Vérifier si le système 
2x,+ 4x:+ 6x: + Sxe+ 3x,= 0, 
Sx1+6X+ 7xs+ 9x4 + 6x5=0, 
4x,+6X2+ 8x3+ 7xa+ 5x5 = 0, 
SXx1+ 5Xo+ SXxs+ 8x4 + 6Xx5=0, 
3x, + 4Xxo+ SXxs+ 6xs+ 4x,= 0 


possède un nombre infini de solutions, chacune de ses solutions donnant 
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lieu à x,=x;=0. Expliquer ces faits en termes de la dépendance et de 
l'indépendance linéaires des colonnes de la matrice du système. 

4.4.27. Indiquer tous les groupes des inconnues qui peuvent être 
considérées comme des inconnues non principales du système : 


7Xx1—4xo+ 9xs+ 2x4 + 2x5=0, 
Sx1+ 8Xot+ 7x3 —4x,+2x5=0, 
3x, —8x:+ Sxs + dx + 2x5=0, 
7X1—2Xo+2X3+ X—5x5=0. 


4.4.28. Déterminer dans l’espace des polynômes de degré =n la di- 
mension du sous-espace des polynômes f(0 qui vérifient les conditions 
f(a)=f(a)=...=f(a,)=0, où a, ..., a, sont des nombres distincts. 

4.4.29. Trouver dans l’espace des polynômes de degré =5 la base du 
sous-espace vectoriel des polynômes /(f) tels qu’ils satisfassent aux conditions 
J O7 (1}=f(2)=/(3)=0. 

4.30. Trouver le système homogène d'équations linéaires composé 
a) : deux équations; b) de trois équations; c) de quatre équations, tel 
que le système de vecteurs 
Y1=(, 4, —2, 2, fers 1), 
Ya=(3, 13, —1, 2, 1), 
Ya=(2, FA — 8, 4, —S) 


soit le système fondamental de solutions. 


4.4.31. Peut-on trouver un système d'équations linéaires tel que les 
systèmes de vecteurs 


= (2, 3; Ï, 2), 
Y2=(1, 1, 2 —2), 
Ys= (3, 4, 2, 1) 

et 
Z=(1, 0, 2, — 3), 
Z9=(0, 1, 8, 7), 
Zs=(4, 5, —2, 0) 


soient deux systèmes fondamentaux de solutions? 

4.4.32*. Le rang d’un système homogène d’équations linéaires composé 
de n—1 équations à n inconnues est 7—1. Démontrer qu’une solution 
non nulle de ce système peut se construire d’après les formules 


xi=(—1)'A4, i=1,...,n, 
où À, est le mineur obtenu par l'élimination de la matrice des coefficients 


du système de la i-ième colonne. Montrer également que tout autre solution 
du système est colinéaire à la solution considérée. 
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44.33. En appliquant le résultat du problème 4.4.32, trouver le vecteur 
orthogonal au système de vecteurs 


z=(2, —1, 3, 1) 
Z2— (1, 0, 2, — 3), 
Z3=(2, 3, 1, à). 


4.4.34*, Démontrer le théorème : pour que deux systèmes linéairement 
indépendants de vecteurs x1, ..., X,_1 et 1, -.., P,_, d’un espace vectoriel 
de dimension n soient équivalents, il faut et il suffit que, quelle que soit la 
base de cet espace, tous les 7 mineurs d’ordre 7— 1 composés de coordonnées 
des vecteurs x;,, ..., x,_, Soient proportionnels aux mineurs correspondants 
composés de coordonnées des vecteurs y,, ..., Yh_1- 

4.4.35. Appliquer le résultat du problème 4.4.34 pour dire si les systèmes 
de vecteurs du problème 4.4.31 sont équivalents. 


$ 4.5. Systèmes non homogènes d’équations linéaires 


Présentation des problèmes du paragraphe. Voici les questions principales examinées 
dans ce qui suit. 

Critères de compatibilité des systèmes non homogènes, discussion de la compatibilité 
des systèmes concrets. 

Recherche de la solution générale d'un système. Outre les problèmes consacrés 
strictement au calcul nous donnons également des problèmes relatifs à la détermination 
de la solution générale. De même que dans le cas homogène, nous insistons sur le fait 
que les formules de la solution générale donnent au fond les équations paramétriques du 
plan des solutions du système d’équations linéaires donné (cf. problème 4.5.9). Remar- 
quons que dans les problèmes de calcul nous décrivons également certaines méthodes 
utilisées dans des calculs pratiques, telles le changement de numérotation et l’équilibrage 
des équations et des inconnues, l’utilisation du caractère particulier d'un système, par 
exemple, de la propriété de se décomposer en plusieurs systèmes de plus petit ordre, ou 
de la forme tridiagonale de la matrice de ses coefficients. 

A titre de conclusion nous donnons plusieurs problèmes sur des systèmes d'équations 
linéaires. En particulier, nous indiquons certaines applications des formules de Cramer. 


4.5.1. Démontrer que le système non homogène de m équations linéaires 
dont la matrice des coefficients affectés aux inconnues est de rang m, est 
compatible. 


4.5.2. Démontrer que pour que le système 


AnuX+ GjoXo + ..…. + GinXn= Ds 
dnX1+ ZooXo+ MES + GonXn= Do) 


Ant AnXoT + EmnXn = bn 


(4.5.1) 


soit compatible, il faut et il suffit que le vecteur 


b=(b, b;, 3 bh) 
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appartienne à l’enveloppe linéaire des vecteurs 


= (Qys Ans + +5 Ami)» 

Gr= (Ge, As - + > Ame)s 

a, =(@,, dons » + 3 Emn)- 
4.5.3. Démontrer le théorème de Fredholm : pour qu’un système non 
homogène (4.5.1) soit compatible, il faut et il suffit que le vecteur de dimen- 


sion m 
b=(b,, be, ..., b}) 
soit orthogonal à toutes les solutions du système homogène adjoint 
ant @rYet Fam Ym= 0; 
GoY1 + Gp Yet +. +4 mYm=0, 
ŒnYit QnVot + AnnŸm=0. 


4.5.4. Un système non homogène de m équations à n inconnues est 
compatible et le rang de la matrice des coefficients affectés aux inconnues 
est r. Démontrer que l’ensemble des solutions de ce système est un plan de 
dimension n—r dans un espace arithmétique de dimension n et dont le sous- 
espace directeur est l’ensemble des solutions du système réduit corres- 
pondant, c’est-à-dire du système homogène de même matrice des coefficients 
affectés aux inconnues. 

4.5.5. Deux systèmes non homogènes d’équations linéaires 


QuXit +. += D; 


et 


sont dits équivalents s'ils sont tous les deux incompatibles ou compatibles 
et s’ils possèdent le même ensemble des solutions. Démontrer que si les 
systèmes concernés sont compatibles, ils sont équivalents si et seulement si 
les systèmes de vecteurs 


U— (au; cs dns b:), 


Un= (Am EL Ann» bn) 
et 


Vi (Cayo -- 5 Cino D), 


v=(cn, s.. Cins dj) 
sont équivalents. 


7 
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Discuter la compatibilité du système et indiquer la dimension du plan 
des solutions en fonction de la valeur du paramètre 1 : 
4.5.6. (5—À)x;, - 2x2 — xs = 1, 
—2x1+(2—/)x2—2x3=2, 
KE X1— 2X2+ (5— À)x3= 1. 
4.5.7. —x1+(1+2)x+(2— xt Axa 3, 
2x1 — Xo+ (2—2)xs+ ÀAxs=2, 
Ax,+ Ax:+ (2—À)xs+ 2x4=2, 
Ax1+ 2Xxo+ (2— À)x:— Xe = 2. 


Dans les problèmes 4.5.8-4.5.11 on considère le système compatible non 
homogène d’équations (4.5.1) de rang r. On suppose que les équations et les 
inconnues soient numérotées de façon que les mineurs d’ordfre 1, 2, ...,r 
des premières lignes et colonnes de la matrice du système soient différents 
de zéro. 

4.5.8. En appliquant la méthode d’élimination des inconnues montrer 
qu’à partir du système (4.5.1) on peut trouver l’expression des inconnues 
X13 --., X, par les inconnues non principales x,.,, ..., x, de la forme 
suivante 

X1= Ciot CnXrit Ckeget ce Ci ans 
X2= Co t CuXr41 + ConXs42 + + Ca nr X ns 


X,— Co CaX#1T CaXr+2t + Cr,n-rXn: 


(4.5.2) 


Ces formules s’appellent solution générale du système (4.5.1). Les formules 
(4.4.3) sont un cas particulier des formules (4.5.2). 
4.5.9. Montrer que le vecteur 


Xo= (C10> Cops - + +» Co» 0, 0, .. 0) 
est une solution du système (4.5.1), et les vecteurs 


Ÿ1 — (C2 Coq » .….. Ch 1, 0, ….. 0), 
Yo = (C0, Cao» ...) Ch) 0, 1, ….. O), 


Vn-r—= (ca, nr) Co, nr» °°°9 Ce n-r) 0, 0, RE | 1) 


forment un système fondamental de solutions du système réduit corres- 
pondant. 
En complétant les formules (4.5.2) par les identités 
Xr+1— Xr+19 
Xr42—= Xr429 


interpréter les relations obtenues comme des équations paramétriques du 
plan des solutions du système (4.5.1). 


n e 
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4.5.10. Démontrer que le rang de la matrice 


Cio Cain Ca2 - - + Ca nr 
Cop Coj Cao . Co nr 


Ch Ch Ch CRC Cr, n—? 


composée des coefficients des formules (4.5.2) est égal au rang de la sous- 
matrice 


Anis Gi 07 
de la matrice complète du système (4.5.1). 
4.5.11. Démontrer que le vecteur 
Z;=(Ciis Cots es Cds =... RP, 
est la solution du système d’équations 
AuXit...+aX,=— un 


ahX+ se +a, r—= — 4j 
et le vecteur 
Zo=(C10; Ca» + - +» C0) 


est la solution du système d’équations 
GuXit + d,X,= b,, 


Discuter la compatibilité et trouver la solution générale des systèmes 
d'équations : 
4.5.12. 38x, — 74x5+ 46x3+ 84x,= 90, 
—95x,+ 185x,— 115x;+210x4= — 225, 
57x, — ] ] 1x, + 69x+ 126x,= 135. 


4.5.13. 105x, — 175x,—315x;+245x,= 84, 
90x, — 150x,—270x,;+210x,= 72, 
75x,— 125x,—225x3+ 175x4= 59. 


45.14. 7x, —5x,-2x;-4x,=8, 
tt M Hx= 3, 

2x+ Xo— X3—2X4= I, 

= X: + Xs+ 2x4= 1, 

= Xe+ Xa+ 2x4= 3. 
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45.15. x;+ 2x+ 3xs+ 4x,=0, 
7x,+ 14x,+20x3+27x4=0, 
Sx1+ 10x2+ 16x,+ 19x,= — 2, 
3x,+ Sxot 6x3+ 13x4=S. 


4.5.16. X1+ Xo = L, 
X1+X2t Xs =4, 
Xo+XstXe  —=—3, 
Xs+Xat Xs=2, 
XatXs= — 1. 


4.5.17. 12x,—18x,+ 102x;— 174x,—-216x,= 132, 
14x,—21x:+ 119x;—203x,—252x;= 154, 

X+ 2x4+ 3x,= — 1, 

Axa+ SXxet 6X5= —2, 

TXxst 8xgt+ 9x = —3. 


4.5.18. 24x,+ 9x,+33x;— 15x, = 21, 
8x,+ 3x:.+11xs+ 5x = 7, 

40x,+ 15xe+ 55Sx3— 25xa+ 213x,= 35, 
56x,+21x:+ 77x3—35x4+ 197x, = 49. 


4.5.19*. 2000x,+0,003x, —0,3x, +  40x1=5, 
3000x,+ 0,005xe RE 0,4x: + 90x,= 8, 

500x, + 0,0007x2—0,08x;+  8x=1,3, 

60000x; + 0,09x, —9 Xa+ ] 300x,= 190. 


4.5.20. x;+2x:-— Sxs+dxst+ xs=4, 
3x,+7Xo— X3—3x4+2x5= 10, 
— Xo — 13x3—2x4+ X5= — 14, 


xs 16x4+2x%  =—Il, 
2xe+ SXs = 12. 
4.521. 8x+12x,=20, 4522. x-5x,+2x,—6, 
14x, + 21x,+ 35, 2Xo+ Xat 3x;= 6, 
9xs+ 11x,=0, 2x, —7xa+ 3x,=4, 
16x,+20x,=0, 3x:+ 2x4 + 4x5= 7, 
10x,+ 12x4= 22, 2x, — Xa+ Xg— _— 12, 
15xs+ 18x;= 33. 4x+ 3x4+ SXx5= 9. 


Discuter le système et chercher la solution générale en fonction de la 
valeur du paramètre À 


45.23. 3x,+2x+ xs=—1, 45.24. Àx;+ x+ xs=0, 
7x,+6x:+5Xx3= À, Sx,+ Xe —2X3=2, 
Sx1+ 4x2 + 3x3 = 2. —2x,—2Xo+ X3= —3. 

4.5.25. 24x, — 38x2+ 46x:= 26, 4.5.26. X+ Xo-t+ Axs= Î, 
60x,+ Ax+115x,=65, Xitlxt x=]1l, 


84x, — 133x,+ 161x;=91. Axit Xt x= 1. 
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45.27. xi+ xXt+/xs=2, 45.28. xi+ Xtlxs=3, 
Xtlrt x3=—1, Xit xt Xx3=0, 
Àx, + Xot Xa= — 1. 2xi+ Xo+ Xs=0. 


4.5.29. (3—-2À)x, +(2—/)x+ Xs= À, 
(2—2)x:+(2—2)xe+ Xs= 1, 
X+ Xo+ (2—À)x:= 1. 
3 x1+(3+22)x2+ Axs+ (A— lxs= 1, 
3À Xi+ 31% + Axs+ (1— 1)xe= I. 
4.5.31. Vérifier si dans toutes les solutions du système d’équations 
2x+3x+ x +xs =6, 
X+ 2X:+ Xa+ X4 — >, 
—Xit+ Xot3xs+ Sxat Xs= 8, 
2%, —_ Xo+ X3— 8xs+ 2x,= > 6 
les valeurs des inconnues x, et x; sont constantes et égales à 1 et 0 respective- 


ment. Expliquer ces faits dans la terminologie de l'indépendance linéaire 
des colonnes de la matrice complète du système. 


4.5.32. Les formules 
X1= Xÿ+2Xe+ 3x, + 4x,, 
Xo=2X;+3xe+ X7+2%x, 
Xs= Xs+ Xe X7— Xg, 
Xa= Xs —2x,— 6%, 
et 
xs= 21x,—-6x,—26x:+ 17x4, 
Xe= —17x,+5Xxe+ 20x3 — 13x4, 
X3=— X + 2X3— X4, 
Xg=  4Xy— Xo— SXxs+ 3x4 


(4.5.3) 


peuvent-elles décrire la solution générale d’un même système d’équations 
linéaires à 8 inconnues ? 

4.5.33. Remplacer dans les formules (4.5.3) du problème 4.5.32 Îa 
première relation par 


X5—= 22x; —_ 6X>— 26x3+ 17x4 


et répondre encore à la question du problème. 


4.5.34. Démontrer que l’ensemble des polynômes f(r) du degré =n 
vérifiant les conditions f(a,)=b,, f(æ)=b,, ...,f(a,)=b, (où k=n+l et 
Gi» --.) Ags Oy -.., D, Sont des nombres arbitraires, de plus, tous les a,, 
1=<i<k, sont distincts), n’est pas vide et représente un plan. Déterminer 
la dimension de ce plan. 
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4.5.35. Trouver trois polynômes /(r) linéairement indépendants de 
degré =5 vérifiant les conditions f(0)=1, f(1)=0, f(2)= —5, f(3)= —20. 
4.5.36*. Vérifier si le système d'équations 


X+ Xo+ X3—2X4= —2, 
8x, + 7xo+ 7X3— 9x4 = 3, 
6X1+5Xo+ 5x3 — 5x4 = 7 


est compatible et trouver la solution normale de ce système. 

4.5.37. Démontrer que pour qu’un système non homogène au nombre 
d'équations égal à celui d’inconnues soit compatible, il suffit que le système 
homogène réduit ait une solution unique. 

4.5.38. Dans le système composé de #7 équations linéaires à n inconnues 
les colonnes g:, 4, ..., 4, de la matrice des coefficients forment un système 
orthonormé. Démontrer que ce système est défini et que sa solution peut se 
calculer d’après les formules 


xX1=(b,4,), i=1,...,n. 


Ici b est un vecteur de dimension 7 composé de seconds membres du système, 
et le produit scalaire se calcule d’après la règle usuelle de l’espace arithmé- 
tique. 

4.5.39. Démontrer que la proposition du problème 4.5.38 est vraie 
également pour un système compatible au nombre d'équations différent 
de celui d’inconnues (on conserve la condition des colonnes orthonormales). 

4.5.40. En utilisant le résultat du problème 4.5.38 résoudre le système 
d'équations 

ax + bx:+ Cxs+ dx4=p, 
Eux bx\+ GXo+ dx3— CXe—= q;, 
— CX1— dxs+ aXs+ bXa=r, 
— dXi+CXo—bX3+ aXx4=S, 


dans l’hypothèse que 4A=a°+b°+c°+d°20. 

4.5.41. Déduire du résultat du problème 4.5.34 que si les valeurs de 
deux polynômes / (r) et g(r) de degré = n coïncident pour plus de n valeurs 
distinctes de l’argument, alors ces polynômes sont égaux (c’est-à-dire les 
coefficients de même indice des polynômes coïncident). En déduire que la 
définition adoptée de l’égalité des polynômes est équivalente à leur égalité 
en tant que fonctions (c’est-à-dire à la coïncidence des valeurs quelles que 
soient les valeurs de l’inconnue). 

4.5.42. Trouver le polynôme /f(f) du troisième degré tel que f(1)= —2, 
f(2)= —4, f(G3)= —2, f(@)=10. 

4.5.43. Trouver le polynôme f(r) de degré =4 tel que f(—2)=10, 
f(=4, f(—3)=060, f(2)= — 10, f(—1)= —4. 

4.5.44*. Démontrer que le polynôme f(r) de degré =2k vérifiant les 
conditions f(a,)=f(—a,), i=1, ...,k, où a, ..., a sont des nombres non 
nuls distincts, est strictement pair, c’est-à-dire que l'égalité f(—r#)=/f(t) 
est vraie. 
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4.5.45. Démontrer que le polynôme f(f) de degré =2k—1 vérifiant 
les conditions f (a,)= —f(—a,), i=1, ...,k, où a, ..., ai sont des nombres 
non nuls distincts, est strictement impair, c'est-à-dire que l'égalité f(— r1)= 
= — f(t) est vraie. 

4.5.46. Démontrer que quels que soient les nombres a, b,, b1, ..., b,, 
il existe un Der f(9 et un seul de degré =n tel que f(a)=b,, f'(a)= 
=b,, ..., fCXa)=b 

4.5. 47. Trouver le polynôme /(r) de degré = 4 tel que f(2)=5, f'(2)= 19, 
SE(2)=40, f(2)= 48, f0(2)=24. 

4.5.48*. Démontrer que quels que soient les nombres a,, &, bo, b1, ... 

» Dh-1 CM @), il existe un polynôme /(r) et un seul de degré <= ntel que 
f(@&)= bo, Je (a)= b;, SÉ sf æ)= b,_1; Î(@)= C0 

4.5.49. Trouver le polynôme f(f) de degré =<4 tel que f(1)= —3, f'(1)= 
= —3, f9(1)= 12, j(1)=42, f(—1)=3. 

4.5.50*. Démontrer que quels que soient les nombres a,, &, bo, b1, ..…. 
es Ds Cas Cis ( <<; k+l=n—1), il existe un polynôme et un seul 
de degré =n vérifiant les conditions f(@)=60, f'(&)=b,, ..., f(a)=b,, 
f(@)= Co f (a)= Ci» - 17 (@)= Cy- 

4.5.51. Trouver le polynôme f(r) de degré = Stel re f()= —2, f'(D)= 
= —7, fO(1)= —14, f8(1)=24, f(2)= — 4, f'(2= 

4.5.52. Les seconds membres b, d’un certain is de n équations 
linéaires à n inconnues sont les fonctions dérivables de la variable 7; les 
coefficients a,, des inconnues sont des nombres constants. Démontrer que 
les composantes x,;, ..., x, de la solution sont également des fonctions 
dérivables de r; de plus, 


4.5.53*. En utilisant les formules de Cramer déduire pour la n-ième 
fonction dérivable 


ro 
la relation : 
h(®) 0 0 ... £g(Ù 
h'(6) h(r) 0 … g( 
f= 50 hr) 2h'(n) ho... gr) |. 


HO) CH) CHA) … &0XD) 
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4.5.54. Trouver la valeur de la dérivée cinquième de la fonction 


… (—1} 
f@)= 3710—6115+13r3—741+25 


pour = I. 


4.5.55. Démontrer que les solutions x;, ..., x, de certains systèmes 
d'équations linéaires de même matrice des coefficients affectés aux inconnues 
et aux seconds membres b,, ..., b, respectivement, sont linéairement 
dépendants si et seulement si les seconds membres sont dépendants. 


CHAPITRE 5 


OPÉRATEURS LINÉAIRES ET MATRICES 


& S.0. Terminologie et généralités 


Supposons donnés deux espaces vectoriels X et Y, tous les deux réels 
et tous les deux complexes. On appelle opérateur linéaire À de X dans Y la 
correspondance entre les éléments de ces espaces qui à tout vecteur x£€ # 
associe un vecteur bien défini yE }, appelé image du vecteur x et noté Ax; 
de plus, 

A(ax1+ Bxo)= a Axi+ BAX, 


quels que soient les vecteurs x, et x, et les nombres «x et B. Comme dans 
ce qui suit nous n’examinons que des opérateurs linéaires, nous omettrons 
parfois le terme « linéaire » dans la dénomination de l’opérateur. 

L'ensemble des vecteurs Ax, xEX, s'appelle domaine des valeurs ou 
image de l'opérateur 4, noté T.,. L'ensemble des vecteurs x tels que 4x=0 
s'appelle noyau de l'opérateur À, noté N,. L'image et le noyau d’un opéra- 
teur linéaire sont des sous-espaces linéaires (cf. $ 5.1); en outre, la dimension 
du sous-espace T, se note r, et s’appelle rang de l’opérateur 4; la dimension 
du sous-espace N, désignée n, s’appelle défaut de l’opérateur À. 

Désignons par wxy l’ensemble des opérateurs linéaires de X# dans 7. 
On peut définir sur l’ensemble w,, la structure de l’espace vectoriel. Plus 
précisément, posons 

1. (A+ B)x= Ax+Bx; 

2. (A4)x=A(Ax); . 
ici x est un vecteur arbitraire de X. Les opérateurs 4+B et À4 définis par 
ces relations s’appellent respectivement somme des opérateurs À et B et 
produit d’un opérateur À par un nombre 2. Le zéro de l’espace vectoriel w,y 
sera l'opérateur nul de X dans Y, c’est-à-dire l’opérateur qui à tout vecteur 
de X fait correspondre le zéro de l’espace YF. 

Soient maintenant A€w,y, B€wy,. On appelle produit d’un opérateur 
B par un opérateur À l'opérateur C= BA de X dans Z défini par la relation 


Cx=B(Ax). 


Pour que le produit BA ait un sens, .il faut et il suffit que l’image de 
l'opérateur À appartienne au domaine de définition de l’opérateur B. Cette 
condition est bien remplie si l’on considère les opérateurs de w,,. Quel 
que soit un tel opérateur 4, nous dirons qu’il agit dans l’espace X. 
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Pour un opérateur À de w,, une puissance naturelle A* peut être 
définie comme le produit de k opérateurs égaux à 4. Pour tout opérateur 
A on pose par définition 

A=E, 


où E est un opérateur identique ou opérateur unité (c’est-à-dire un opérateur 
qui à tout x€ Ÿ fait correspondre ce même vecteur x). Si 


(= do+ ait+ dt°+ = af“ 
est un polynôme quelconque, on appelle alors polynôme / (4) de À l’opérateur 
f(A)=aE+a4+a42+ ...+a,Af. 


L'opérateur À qui agit dans un espace X de dimension n est dit non 
dégénéré si le défaut de cet opérateur est nul ou, ce qui revient au même, 
si son rang est égal à n. Pour un opérateur À non dégénéré il existe un 
opérateur linéaire B et un seul tel que 


AB=BA=E. 


L'opérateur B est dit inverse de l’opérateur À et on le note 471. 
L'opérateur inverse permet de calculer les puissances négatives entières 
d'un opérateur À non dégénéré. Plus précisément, si Æ est un nombre 
naturel, on admet que 
AT#=(A"T}, 


ou, ce qui revient au même, 
ATk= ( A*)”1, 


On appelle somme des matrices À et B de type mXn la matrice C= 4+B 
de type mX n telle que 


Cy=ay+t bi» i= 1; …..) m, j=1, ee. D 


On appelle produit d’une matrice À de type mXn par un nombre À la 
matrice D=ÀA de type mX n telle que 


dy= Aa, i= ], .. m, j= 1, 3 Pl 


Une marrice unité (cf. $ 3.0) de même qu'un opérateur identique est notée E. 
S’il faut expliciter le type nr d’une matrice unité, on recourt à l'écriture E,.. 
Les matrices de la forme 2E sont dites scalaires. 

On appelle produit BA de la matrice B de type pXm par la matrice À 
de type mX n la matrice C de type pX n telle que 


m 
Cy= 2 buy; 1], y Pr J= 1, ss ..5 1e 
km] 


Pour que le produit BA ait un sens il faut et il suffit que le nombre de 
colonnes de la matrice B soit égal au nombre de lignes de la matrice 4. 
Cette condition est bien remplie si les deux matrices sont des matrices 
carrées de même ordre. 
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Pour une matrice À non dégénérée (c'est-à-dire une matrice carrée dont 
le déterminant n’est pas nul; cf. $ 3.0) 1l existe une seule matrice inverse 471 
qui vérifie les égalités 
AA”l= ATtA=E., 


Si l'on pose B= 4”1, les éléments b,, de la matrice B peuvent se calculer 
d’après les formules 

Af_. 
det À ? 


by= (5.0.1) 


où À; est le cofacteur de l'élément a, 


Si la matrice carrée C d’ordre nXn est le produit de deux matrices 
rectangulaires À et B de types nXm et mXn respectivement, et si m=n, 
le déterminant de la matrice C vérifie la formule de Binet-Cauchy 


= > A, ri Lie “a | (5:02) 


l1<kicfa<...<laxm k: ko .. k l 2 sécs OL 
En particulier, si À et B sont carrées elles aussi, il vient 
det AB=det 4-det B. (5.0.3) 


Soient À un opérateur de w,y et e, ..., e, et q1, ..., qn les bases 
fixées de l’espace X et de l’espace Ÿ respectivement. Décomposons les 
vecteurs Ae,, ..., 4e, suivant la base q,, ..., q, : 

Ae1= dudit Gndet - + Gmims 
A3= Go + Aro t + + AmoQm 


Ae,= Gin + onde t . . . + AmnQm- 


Construisons à partir des coefficients de ces décompositions la matrice 
mxn 


du) yo dia 
y os... der 

Ag ca (50.4) 
Am Ame Ann 


On dit que 4,. est une matrice de l’opérateur À dans le couple de bases e;, ..…. 
... €n Et Yns - > Yms OÙ QUE dans ce couple de bases, À,, dé finit l'opérateur À. 

Appelons une matrice mX1 vecteur colonne de dimension m et une 
matrice 1 Xn# vecteur ligne de dimension n. A chaque vecteur x€ # associons 
un vecteur colonne x, de dimension r7 composé de coordonnées de ce 
vecteur dans la base e,,...,e,. D’une façon analogue, à tout vecteur yEeY 
associons un vecteur colonne y, de dimension m composé de coordonnées 
de ce vecteur dans la base qg,, ...,q,. La relation entre les coordonnées 
du vecteur x et du vecteur y= 4x peut s’écrire alors sous la forme matricielle 


Ya = AgeXe: (5.0.5) 
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Pour décrire un opérateur À de w,. il suffit de fixer une base e,, ...,e,. 
Les vecteurs 4e,, ..., 4e, doivent être décomposés suivant cette base. La 
matrice établie à partir des coefficients des décompositions est notée 4; 
elle s’appelle matrice de l'opérateur À dans la base e,, ...,e,. On dit aussi 
que À, définit l'opérateur A dans cette base. La formule (5.0.5) devient 


V=AX.. (5.0.6) 


Soient dans un espace X deux bases fixées e,, ..., e, et f1, ..., f,. Dé- 
composons les vecteurs j,, ..., f, suivant la base e,, ..., €, : 


f1=Pn@tPnet + Den 
Jfa=Pr1 + Potat -.. + Pnns 


În= Pan + Pone2 + Ph: + Pan£n: 
Utilisons les coefficients de ces décompositions pour construire la matrice 


Pu Px:-- Pan 
FP=— Pan Pn-::Pn L (5.0.7) 


Pni Pn2 - - + Pan 


La matrice P s'appelle matrice de passage de la base e,,..., e, à la base 
Jar --» fa. Si x, et x, sont les colonnes des coordonnées du vecteur x dans 
les bases considérées, la relation entre ces colonnes est donnée par l’égalité 


x,= Pxy. (5.0.8) 


La matrice de passage permet également d’écrire la relation entre les 
matrices 4, et 4, d’un opérateur À qui agit dans l’espace X": 


Ay=P' AP. (5.0.9) 


Si A€w%y et si dans les espaces X et Y on a fixé deux bases dans chacun : 


Ep +. ns as +5 fn €t Gus +. Ims 15 ++. fm TeSpectivement, alors les 
matrices À, et 4,, sont associées par la relation 


Ay= QT AP, (5.0.10) 


où P est la matrice de passage de e,, ...,e, à f,, ..., f., et Q la matrice 
de passage de g,, ..., Qn à fs -..s Une 

Si les éléments d’un espace arithmétique sont notés sous la forme de 
vecteurs colonnes, la formule (5.0.5) permet de rendre identiques les opéra- 
teurs de R, dans R,, (ou de C, dans C,,) à matrices mX n réelles ou com- 
plexes respectivement (cf. pour plus de détails le problème (5.6.7)). Compte 
tenu de cette remarque, nous traitons dans ce qui suit de l’image d’une 
matrice, de son noyau, etc. 
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$ 5.1. Définition de l’opérateur linéaire; 
image et noyau d’un opérateur 


Présentation des problèmes du paragrapbe. Outre des exemples d'opérateurs dans des 
cspaces vectoriels concrets, nous donnons plusieurs problèmes relatifs à la définition 
de l'opérateur linéaire. L’attention est portée surtout sur la façon suivant laquelle un 
opérateur linéaire intervient dans les relations principales d’un espace vectoriel (telles 
la dépendance linéaire, l'équivalence des systèmes de vecteurs, la somme des sous-espaces, 
etc.). 

A la fin du paragraphe nous examinons les notions importantes du noyau et de 
l'image d'un opérateur linéaire. 


Déterminer si chacun des opérateurs ci-dessous d’un espace euclidien 
tridimensionnel des vecteurs géométriques est linéaire. Tous les opérateurs 
sont décrits par leur action sur un vecteur arbitraire x. De plus, a et b 
désignent les vecteurs fixés de l’espace, «x le nombre fixé. 

S.1.1. Ax=a. 5.1.2. Ax=x+a. 5.1.3. Ax=ax 

5.1.4. Ax=(x, a)a. 5.1.5. Ax=(a, x)b. 

S.1.6. Ax=(a, x)x. 5.1.7. Ax=[x, a]. 

5.1.8. Ax=[a, [x, b]]. 

Etablir quelles sont parmi les applications de l’espace euclidien tri- 
dimensionnel des vecteurs géométriques dans l’ensemble des nombres réels 
indiquées ci-dessous, celles qui sont des opérateurs linéaires. Toutes les 
applications sont décrites par leur action sur un vecteur arbitraire x; a et b 
sont des vecteurs fixés de l’espace, « le nombre fixé. 

5.1.9. f(x)= «x. 5.1.10. f(x)=(x, a). 

S.1.11. f(x)=cos (x, a). S.1.12. f(x)=(x, x). 

S.1.13. f(x)=([a, x], b). S.1.14. f(x)=(x, [a, xl). 

Etablir quelles sont parmi les transformations de l’espace arithmétique 
tridimensionnel qui suivent celles qui sont linéaires. Chaque transformation 
est décrite par son action sur un vecteur arbitraire x; de plus, les com- 
posantes du vecteur image sont données comme des fonctions des com- 
posantes du vecteur x. 

S.1.15. Ax=(x,, x2, x3). 5.1.16. Ax=(x3, X1, Xo). 

S.1.17. Ax=(xs, Xi, Xo— 1). 

S.1.18. Ax=(x;,+2x,—3xs, 3x1 — Xo+ 3x5, 2x1 + 3x2 + 220). 

Trouver parmi les transformations ci-dessous de l’espace M, des poly- 
nômes de degré =n de la variable réelle t celles qui sont des opérateurs 
linéaires sur cet espace. Chaque transformation est décrite par son action 
sur un polynôme arbitraire f(f). 

S.1.19. Af(=f(—09. 5.1.20. Af(=f(t+ 1). 

S.1.21. Af(=f(at+b), où a et b sont des nombres fixés; de plus, 
af. 
S.1.22. Af()=f'(9. Dans ce qui suit cet opérateur s’appelle opérateur 
de dérivation. 

5.1.23. Af(1)=f%)(r). Dans ce qui suit cet opérateur s'appelle opérateur 
de dérivation k-tuple. 

S.1.24. Af(t)=f(t+1)—/f(0. 
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S.1.25. Af(n=f(t+1)-g(9, où g(r) est le polynôme non nul fixé. 

5.1.26. Af(r)=1f(?). 5.1.27. Af(N=f(). 

5.1.28. Montrer que a) la transformation du problème 5.1.22 peut être 
considérée comme un opérateur linéaire de M, dans M,_,; b) la transforma- 
tion du problème 5.1.26 est un opérateur de M, dans M,,.,; c) la transfor- 
mation du problème 5.1.27 est un opérateur linéaire de M, dans M... 

5.1.29. L'espace vectoriel # est somme directe des sous-espaces L, 
et L,. Démontrer que l’opérateur P qui associe à chaque vecteur x de l'espace 
X à décomposition 

X=Xi+ Xe, 


où x.EL,, xXEL,, le vecteur x, de cette décomposition, est un opérateur 
linéaire. L'opérateur P s'appelle opérateur de projection de l’espace X sur L, 
parallèlement à L,. 
5.1.30. L'espace vectoriel X est somme directe des sous-espaces L, 
et L,. Démontrer que l’opérateur R qui à chaque vecteur x de l’espace Y 
à décomposition 
X=X+ Xo; 


où x,€L,, x,€L, fait correspondre le vecteur y=x,—x., est un opérateur 
linéaire. L'opérateur R s’appelle application de l’espace X dans L, parallèle- 
ment à L.. 

5.1.31. Etablir le sens géométrique de l’application orthogonale d’un 
espace euclidien tridimensionnel dans un sous-espace bidimensionnel L. 

5.1.32. Une base e,, ..., e, est fixée dans un espace vectoriel X. Démon- 
trer que la correspondance qui associe à chaque vecteur x de l’espace sa 
i-ième coordonnée dans cette base est un opérateur linéaire de X dans un 
espace des nombres réels ou complexes. L’opérateur linéaire qui applique 
l’espace X dans le corps numérique correspondant s’appelle fonctionnelle 
linéaire de X. 

S.1.33. Démontrer que tout opérateur linéaire qui agit dans un espace 
unidimensionnel se ramène à la multiplication de tous les vecteurs de 
l’espace par un nombre fixé pour l'opérateur donné. 

5.1.34. Décrire tous les opérateurs linéaires de l'espace R* (cf. problème 
1.1.6). 

S.1.35. Démontrer que tout opérateur linéaire transforme un système 
de vecteurs linéairement dépendants en un système de vecteurs linéairement 
dépendants. 

S.1.36. La proposition : un système de vecteurs linéairement indépendant 
est associé par un opérateur linéaire encore à un système linéairement 
indépendant, est-elle vraie ? 

S.1.37. La proposition : si les systèmes de vecteurs x,, ...,x, et },, ... 
..., J,SOnt équivalents, les systèmes de vecteurs Ax,, ..., 4x, et Ay, ..., Ay, 
sont équivalents pour tout opérateur linéaire 4, est-elle vraie? 

S.1.38. Soient 4€w,y et L un sous-espace arbitraire d’un espace X. 
L’ensemble des vecteurs 4x, où x€L, s’appelle image du sous-espace L notée 
AL. Démontrer que AL est un sous-espace de l’espace Y. 
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5.1.39. Démontrer que la dimension du sous-espace AL ne dépasse 
pas la dimension du sous-espace L. 

5.1.40. Soient L la somme des sous-espaces L, et L., L, leur intersection. 
Est-il vrai que pour tout opérateur linéaire À : 


a) AL= AL, + AL,; 

b) AL= AL, N AL? 

5.1.41. Donner un exemple d'opérateur linéaire tel que la formule 
du problème 5.1.40, b) n’ait pas lieu. 

S.1.42. Montrer que si l’on connaît les images 4e,, ..., 4e, des vecteurs 
€» -.., €, qui constituent une base d’un espace X, l’action d’un opérateur 
linéaire À sur un vecteur quelconque de l’espace X est définie d’une façon 
unique. 

5.1.43. Soient e,, ..., e, une base d’un espace X, y,, ..., y, un système 
arbitraire de vecteurs d’un espace Ÿ. Démontrer qu'il existe un opérateur 
A et un seul de w,, tel que 4e,=y;, i=1, ...,n. 

5.1.44. Soient x,, ..., x, un système arbitraire de vecteurs d’un espace 
X 3 V1, -.., y, un Système arbitraire de vecteurs d’un espace Y. La proposi- 
tion : il existe un opérateur linéaire À de w,y qui transforme les vecteurs 
x, en vecteurs p,, i=1, ..., k, est-elle vraie? 

5.1.45. Dans l'énoncé du problème 5.1.44 supposer encore que le 
système de vecteurs x, ..., x, est linéairement indépendant. La proposition 
du problème sera-t-elle alors vraie? 

5.1.46. Une base e,, ..., e, a été fixée dans un espace X. Montrer que 
l’action d’une fonctionnelle linéaire f sur un vecteur arbitraire x de l’espace 
est décrite par la formule 


f(x)= cu + .…. TFC (5.1.1) 


où 1, ...,«, Sont les coordonnées du vecteur x; c:, ..., c, les images des 
vecteurs de base. Inversement, la formule (5.1.1) définit la fonctionnelle 
linéaire de X quels que soient les nombres c;, ..., c,. 


5.1.47. Montrer que la formule 
Pf()=/(@0) 


définit dans l'espace M, des polynômes de degré =n une fonctionnelle 
linéaire +. Ici f est un polynôme arbitraire de M,; a, le nombre fixé. La 
réciproque : le choix du nombre a, étant convenable, toute fonctionnelle 
linéaire œ de M, peut être donnée de cette façon, est-elle vraie ? 

5.1.48. Soient L un sous-espace d’un espace X; À un opérateur arbitraire 
de w,,. Montrer que l’action de l'opérateur À sur le sous-espace L peut 
être considérée comme a) un opérateur linéaire de L dans Ÿ; b) un opérateur 
linéaire de L dans AL. 

5.1.49. Soient L un sous-espace d’un espace X; À un opérateur linéaire 
de L dans un certain espace Y. Montrer qu'il existe un opérateur linéaire 
de X dans Y dont l’action sur le sous-espace L coïncide avec celle de l’opé- 
rateur A. 
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S.1.50. Construire dans l’espace M, des polynômes de degré =n deux 
opérateurs linéaires distincts qui coïncident sur le sous-espace M,_, avec 
l'opérateur de dérivation. 

S.1.51. Supposons que l’espace X# soit somme directe des sous-espaces 
L,, ..., L,. Montrer que l’action d’un opérateur linéaire sur un vecteur 
quelconque de l’espace est définie d’une façon unique si l’on connaît l’action 
de cet opérateur sur chacun des sous-espaces L;, ..., L,. 

S.1.52. Soient À un opérateur linéaire dans l'espace vectoriel réel R; 
C l'espace complexe obtenu de R par complexification (cf. problème 2.5. 13). 
Définissons l’opérateur À dans C de la façon suivante : posons pour un 
vecteur arbitraire z= x+iy de C, où x, yER, 


Àz= Ax+iAy. 


Montrer que l’opérateur À est un opérateur linéaire. 

Est-ce qu’on peut obtenir de cette façon n’importe quel opérateur de 
l'espace C'? 

S.1.53. Est-ce qu’une fonctionnelle linéaire peut prendre sur un espace 
vectoriel complexe seulement des valeurs réelles? 

S.1.54. Montrer que le noyau N, d’un opérateur linéaire arbitraire À 
de y est un sous-espace d’un espace *. 

S.1.55. Est-il vrai que tout sous-espace d’un espace X est un noyau 
d’un certain opérateur linéaire de # dans Y? 

5.1.56. D'après le problème 5.1.38 l’image T, d’un opérateur linéaire 
arbitraire À de w,, est un sous-espace d’un espace Ÿ. Est-il vrai que tout 
sous-espace de l’espace Ÿ est une image d’un certain opérateur linéaire de 
X dans 7? 

S.1.57. Démontrer que l’ensemble des images d’un vecteur y de T, 
est un plan de l’espace X à sous-espace directeur N,. 

S.1.58*. Construire pour un opérateur À de w,y la correspondance 
biunivoque entre T, et les plans de l’espace X de la forme P=x,+N,. 

S.1.59. D'après le problème 4.2.18, l’ensemble M des plans de l’espace 
X de la forme P= x;,+N, est un espace vectoriel. Démontrer que la corres- 
pondance entre les plans de M et les vecteurs de T, établie dans le problème 
5.1.58 est un opérateur linéaire (de M dans T,). Trouver le noyau et le 
défaut de cet opérateur. 

S.1.60*. Démontrer que pour tout opérateur À de w,y la somme du 
rang et du défaut est égale à la dimension de l’espace X. 

S.1.61. Donner un exemple d’opérateur linéaire de w,, tel que l’espace 
À ne soit pas somme directe de l’image et du noyau de cet opérateur. 

S.1.62. Soit M un espace quelconque supplémentaire du noyau N, 
de l'opérateur 4. Démontrer que : 

a) tout système linéairement indépendant de vecteurs de M est trans- 
formé par l’opérateur 4 en un système linéairement indépendant (comparer 
cette proposition au problème 5.1.36); 

b) le sous-espace M est appliqué par l’opérateur 4 d’une façon univoque 
sur son image T,. 
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5.1.63. Démontrer que pour deux sous-espaces quelconques N dans 
un espace À de dimension n et T dans un espace Y, tels que dim N+ dim T= 
=n, il existe un opérateur linéaire 4 de w,y tel que son noyau coïncide 
avec N et son image avec T. 

5.1.64. Construire dans l’espace M, deux opérateurs linéaires distincts 
de mêmes image et noyau. 

S.1.65. Soient À un opérateur de X dans Y; L le sous-espace vérifiant 
l'inclusion LCT,. Démontrer qu’un ensemble ‘des vecteurs x de # dont 
les images appartiennent à L (appelé image réciproque du sous-espace L) 
est également un sous-espace et sa dimension est dim L+n;,. 

S.1.66. Trouver le défaut d’une fonctionnelle linéaire f sur un espace 
X de dimension n. | 

5.1.67. Trouver le noyau de chacune des fonctionnelles linéaires d’un 
espace euclidien tridimensionnel /,(x)=(x, a) et f.(x)=([a, x], b). 

S.1.68. Trouver l’image et le noyau d’un opérateur linéaire dans un 
espace euclidien tridimensionnel défini par la formule Ax=[x, a]. 

5.1.69*. Même question pour l'opérateur Ax=(a, [x, b]). 

Pour des transformations linéaires d’un espace arithmétique tri- 
dimensionnel données ci-dessous déterminer le défaut et le rang et construire 
les bases du noyau et de l’image. Chaque transformation est décrite par son 
action sur un vecteur arbitraire x; à cet effet, les composantes du vecteur Ax 
sont données comme des vecteurs des composantes du vecteur x. 

5.1.70. AXx= (Xi+ Xot Xs X1+ Xo + Xas X1+ Xo+ Xa). 

S.1.71. Ax=(2x;,— Xo— Xgs X1— 2Xo + X3s Xi + Xo— 2X3). 

S.1.72. Ax=(—Xi+Xot Xs, Xi — Xot Xss X1 + Xo — X3). 

S.1.73. Décrire l’image et le noyau d’un opérateur de dérivation dans 
l’espace M. 


S.1.74. Examiner dans le même espace M, l'opérateur aux différences A, 


A,f(0= 0490 ; 


où k est le nombre fixé différent de zéro. Trouver son image et son 
noyau. 


S.1.75. Examiner l’application suivante de l’espace M, dans l'espace 
arithmétique : 
FO -(/(@), .. … J(@x)), 


Où 4, ..., a, sont des nombres distincts. Trouver le défaut de cet opéra- 
teur. 


5.1.76. Trouver l’image et le noyau d’un opérateur de projection (cf. 
problème 5.1.29). 

5.1.77. Démontrer que pour complexifier l’espace réel R lors du passage 
à l’opérateur À, le rang et le défaut d’un opérateur 4 de wxy se conservent 
(cf. problème 5. 1.52). 
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$ S.2. Opérations linéaires sur les opérateurs 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans le présent paragraphe, l’ensemble 
œzxy de tous les opérateurs linéaires de X dans Ÿ est considéré comme un espace vectoriel. 
L'attention est portée surtout aux questions suivantes : 

1. Dimension de l'espace wxry. 

2. Certaines classes des sous-espaces de l’espace wxrr. Ici nous examinons de près 
comment sont liées les propriétés de la dépendance linéaire des opérateurs de wry à la 
position relative des images de ces opérateurs. 

3. Rang de la somme des opérateurs; conditions dans lesquelles il est égal à la somme 
des rangs des termes de l'addition. 


5.2.1. Démontrer que l’ensemble w,, des opérateurs linéaires de # 
dans Ÿ est un espace vectoriel par rapport à l’addition des opérateurs et à 
Ja multiplication d’un opérateur par un nombre. 

5.2.2. Démontrer que l’espace des opérateurs linéaires qui agissent 
dans un espace vectoriel unidimensionnel est lui-même unidimensionnel. 

5.2.3. L'espace vectoriel X#* des fonctionnelles qui agissent dans un 
espace X est dit adjoint à l’espace X. Démontrer que l’espace adjoint X* 
est isomorphe à l’espace #. 

5.2.4. Montrer que tout sous-espace L d’un espace X vérifie les relations 

a) (AA)L= AL, si #0; 

b) (4+B)LCAL+ BL, où 4 et B sont des opérateurs de w,y. 

Montrer que dans la relation b), en général, l'égalité n’a pas lieu. 

S.2.5. Démontrer que les opérateurs non nuls À et B de w,, dont les 
images sont distinctes sont linéairement indépendants. 

S.2.6. Soient gx, ..., 4 une base d’un espace Ÿ, x un vecteur non nul 
d’un espace X. Démontrer que les opérateurs B,, ..., B,, tels que 


Bx=q;,, j=1,...,m, (5.2.1) 
sont linéairement indépendants. 
S.2.7*. Démontrer que pour tout opérateur À de w,y il existe des 
opérateurs B,, ..., B,, tels que 4A=B,+...+8B,,; en outre, 
a) le rang de chacun des opérateurs B, ne dépasse pas l’unité; 
b) l’image d’un vecteur non nul B, est tendue sur le vecteur g,, où 
Q1» -- Am St la base fixée de l’espace rx. 


5.2.8. Soient e,, ..., e, une base d’un espace X, y un vecteur non nul 
d’un espace Y. Démontrer que les opérateurs 4,, ..., À, tels que 
k=}j, 
de à ep k#j 
sont linéairement indépendants. 
5.2.9. Démontrer que tout opérateur de rang 1 dont l’image contient 
le vecteur y est une combinaison linéaire des opérateurs 4,, ..., 4, du 
problème précédent. 


S.2.10*. Soient dans les espaces X et Y des bases fixées e,, ..., e, 
et 4» ---, In respectivement. En utilisant les résultats des problèmes 5.2. 7 
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et 5.2.9 montrer que tout opérateur de w,, est une combinaison linéaire 
des opérateurs 4, ..., 4, Satisfaisant aux relations 


ap Àe k=ÿ, i=],...,m,j=1,...,n. (5.2.2) 


5.2.11. En utilisant les résultats des problèmes 5.2.6 et 5.2.8 montrer 
que le système d’opérateurs défini par les relations (5.2.2) est linéairement 
indépendant. Déduire de ceci et du problème 5.2.10 la dimension de l’espace 
DO yy. 
5.2.12. L'ensemble des opérateurs linéaires : a) de même image 7; 
b) de même noyau N, sera-t-1l un sous-espace linéaire de l’espace w,y ? 

5.2.13. Montrer que si T est un sous-espace d’un espace Y, l’ensemble 
wxr des opérateurs linéaires qui appliquent l’espace X dans T est un sous- 
espace de l’espace w,4. Trouver la dimension de ce sous-espace si dim X= n, 
dim T=k. 

5.2.14. Montrer que si N est un sous-espace d’un espace X l’ensemble 
K\ des opérateurs linéaires de w,y, dont le noyau contient le sous-espace N, 
est un sous-espace de l’espace w,,. Trouver la dimension de ce sous-espace 
si dim X=n, dim N=/, dim Y=m. 

S.2.15*. Soient L, et L, des sous-espaces arbitraires d’un espace }, 
L=L,+L, L=LNL. Démontrer les relations suivantes : 

a) OxL = OxL + XL 

b) ©xL1e=@xL: NO XL - 

S.2.16. Supposons que l’espace Ÿ soit décomposé en une somme directe 
des sous-espaces L,, L., ..., L,. Démontrer que 


Oxy = x1 + OxLs + …. +oxL 


S.2.17. Démontrer que le rang de la somme des opérateurs À et B 
de w,y ne dépasse pas la somme des rangs de ces opérateurs. 
5.2.18. Soient les opérateurs 4 et B de w,, tels que 


X=Ti+To=NaiNe. 


Démontrer que le rang de l’opérateur 4+B est égal à la somme des rangs 
des opérateurs À et B. 
5.2.19. Déduire du problème 5.2.17 l'inégalité 


ras=lra—rsl. 


S.2.20*. Démontrer que tout opérateur À de w,y de rang r peut être 
mis sous la forme d’une somme de r opérateurs de rang 1 et ne peut pas 
l'être sous la forme d’une somme de moins de r de tels opérateurs. 

5.2.21*. Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que la 
somme de deux opérateurs À et B de rang 1 soit un opérateur de rang = 1. 

5.2.22*. Un espace X est de dimension n(>1). Démontrer que dans 
tout espace w,x tout sous-espace L de dimension n+ 1 contient au moins 
un opérateur de rang >|. 
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5.2.23. Supposons que les opérateurs À et B de w,, soient tels que 
pour tout vecteur x de X les vecteurs 4x et Bx soient colinéaires. Ceci 
signifie-t-il que les opérateurs À et B eux-mêmes sont colinéaires ? 

5.2.24*. Dans l'énoncé du problème 5.2.23 supposer que l’opérateur 
B est de rang n (où n=dim X). Dans ce cas les opérateurs 4 et B sont-ils 
colinéaires ? 

S.2.25. Démontrer que les opérateurs À et B de rang 1 de même image 
T et de même noyau N sont colinéaires. 

S.2.26. Démontrer que pour tout opérateur de projection P, l’opérateur 
E-— P est encore un opérateur de projection. Trouver la relation qui associe 
le noyau et l’image de l’opérateur E— P avec le noyau et l’image de l’opéra- 
teur P. 

S.2.27. Démontrer que les opérateurs P et R qui assurent la projection 
et l'application respectivement de l’espace X dans Z, parallèlement à L, 
vérifient la relation E+ R=2P. 

S.2.28. Montrer que dans une complexification de l’espace réel R : 

a) à l’opérateur 4+B correspond l'opérateur À+É (cf. 5.1.52); 

b) à l’opérateur «A correspond l’opérateur x 4, « étant un nombre réel. 


$ 5.3. Multiplication des opérateurs 


Présentation des problèmes du paragraphe. Ici nous traiterons essentiellement des 
questions suivantes, relatives à la multiplication des opérateurs : 

1. Image et noyau du produit des opérateurs. 

2. Polynômes d'un opérateur. 

3. Commutabilité des opérateurs. 

4. Opérateurs non dégénérés. 

Dans ce qui suit, en parlant de la multiplication des opérateurs qui agissent, peut 
être, dans des espaces distincts, nous supposerons partout que ces produits aient un sens. 


S.3.1. Démontrer que le produit BA des opérateurs À et B vérifie les 
inégalités : 

a) rs4= min (r4, F8); 

D) n8A=NA:. 
Si les opérateurs À et B agissent dans le même espace, on a 

C) NBA= NB. 

5.3.2. Démontrer que le produit BA des opérateurs 4 et B vérifie les 
relations suivantes : 

a) rsa=ra— dim (TAN); 

b) NBA= nat dim (TANN 3). 

Noter que b) conduit à l'inégalité suivante : 

NBA <NA+ UT: E 
S.3.3*. Démontrer l'inégalité de Frobenius 


rBA+ Tac STAT FBAC: 
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5.3.4. Soient À et B des opérateurs de w,.; de plus, BA=0. En résulte- 
t-1l que AB=07? 

5.3.5. Donner un exemple de deux opérateurs 4 et B tels que 4B= 
=BA=0. 

5.3.6. Démontrer qu'un ensemble des opérateurs linéaires de w,. qui, 
l'opérateur À étant fixé, satisfont à la condition AB=0, est un sous-espace 
de l’espace w,,. Trouver la dimension de ce sous-espace si dim X=n et le 
rang de l’opérateur À est r. 

5.3.7. Même question pour l’ensemble des opérateurs C de w,, 
vérifiant la condition CA=0, l’opérateur À de rang r étant fixé. 

5.3.8. Soient X un espace de dimension 7 et À un opérateur de rang r 
de wxX. Construisons à l’aide de l’opérateur À la transformation de l’espace 
w xx telle qu’à chaque opérateur B elle fasse correspondre un opérateur AB. 
Démontrer que cette transformation est linéaire. Trouver son rang et son 
défaut. 

5.3.9. Soit 4 un opérateur arbitraire de w,, et supposons que N,etT, 
désignent respectivement le noyau et l’image d’un opérateur 4!. Démontrer 
que : 

a) NCACNsC... 

b) T,27T:2T32 

5.3.10*. Démontrer que si dans une suite des sous-espaces N,, N,, 
N:, ... (cf. problème 5.3.9), pour un certain g on a pour la première fois 
N,=N,4, alors N,=N,., pour tout kz=1. 

5.3.11. Un opérateur À de w,+ est dit nilpotent s’il existe un nombre 
naturel g tel que 47=0. Le plus petit de tels nombres q s’appelle indice de 
nilpotence de À. Démontrer que l’indice de tout opérateur nilpotent qui agit 
dans un espace de dimension n ne dépasse pas n. 

5.3.12. Montrer que dans l’espace M, l'opérateur de dérivation des 
polynômes est nilpotent. Trouver son indice de nilpotence. 

S.3.13. Soient À un opérateur nilpotent d’indice g et x le vecteur tel 
que 47 1%0. Démontrer que le système de vecteurs x, 4x, 4°x, ..., AT 1x 
est linéairement indépendant. 

5.3.14*. Démontrer que pour tout opérateur A4 de w,, dont le rang 
est 1 il existe un nombre « tel que 4*=«xA. 

5.3.15. Montrer que tout opérateur de réflexion R vérifie la relation 

2=E. 
a 5.3.16. Montrer que tout opérateur de projection P satisfait à la relation 
= P. 

5.3.17*. Démontrer que, inversement, tout opérateur P qui vérifie la 
condition P°= P est un opérateur de projection. 

S.3.18. Montrer que les conditions P,+P,=E, P,P,=0 entrainent que : 

a) P,, P, sont des opérateurs de projection; 

b) P,.P,=0. 

5.3.19. Démontrer que dans l’espace M, un opérateur 4, qui associe 
à tout polynôme j (r) le polynôme g(r)=/f(1+ 1), est un polynôme de l'opéra- 
teur de dérivation. 
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5.3.20. On dit que f(‘{(f()#<0) est un polynôme annulateur de A si 
f(A)=0. Démontrer que, pour tout opérateur linéaire À qui agit dans un 
espace de dimension n, il existe un polynôme annulateur de degré =r. 

5.3.21. Soit m(r) un polynôme du plus petit degré parmi les polynômes 
annulateurs de l’opérateur 4. Démontrer que m(?) est diviseur de tout autre 
polynôme annulateur de À. 

5.3.22. Démontrer que le polynôme m(r) du problème 5.3.21 est défini 
uniquement à multiplication par un nombre non nul près. Le polynôme 
m(t), normé par la condition imposée à son coefficient dominant d’être 
égal à un, s’appelle polynôme minimal de l'opérateur A. 

5.3.23*. Trouver le polynôme minimal : 

a) d’un opérateur de projection; 

b) d’un opérateur de réflexion; 

C) d’un opérateur nilpotent d’indice q. 

5.3.24. Montrer que pour un opérateur de rang 1 le polynôme minimal 
est de degré 2. 

5.3.25. Les opérateurs À et B de w,, sont dits commutables si AB= BA. 
Soient À un opérateur qui commute avec B, et B un opérateur qui commute 
avec C. S’ensuit-il que À commute avec C? 

S.3.26. Montrer que deux polynômes quelconques d’un opérateur À 
sont commutables. 

5.3.27. Montrer que si les opérateurs À et B sont commutables, deux 
polynômes quelconques / (4) et g(B) de ces opérateurs sont commutables 
eux aussi. 


S.3.28. Démontrer que pour des opérateurs commutables 4 et B 
(A+ BY = A+ na aB+ 02 4eme. pr. 


5.3.29. Démontrer que les opérateurs de rang 1 de même noyau et de 
même image sont commutables. 

S.3.30. Les opérateurs À et B sont commutables. Démontrer que 
BN,CN\. 

S.3.31*. Démontrer que si les opérateurs de projection P, et P, sont 
commutables, leur produit est également un opérateur de projection. De 
plus : 

a) TP,r,=TP, N TP, ‘ 

b) Nrr,=NP, + NP. 

5.3.32*. Démontrer que la somme des opérateurs de projection PF, 
et P, est un opérateur de projection si et seulement si P,P.=P,P,=0. 
En outre, 

a) TP,+P,=TP, +Tp, ; 

b) Np,+r.=Np, NN. 

S.3.33*. Démontrer que si un opérateur À commute avec chaque 
opérateur de w,x, alors ALC L pour tout sous-espace L de X. En particulier, 
pour tout vecteur x de X les vecteurs x et 4x sont colinéaires. 
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5.3.34. En appliquant le résultat du problème 5.3.33, démontrer le 
lemme de Schur : si un opérateur À commute avec chaque opérateur de 
wxx, alors c’est un opérateur scalaire, c’est-à-dire, pour un certain nombre 
a, A=GE. 

5.3.35. Montrer que si À est un opérateur non dégénéré, tout sous- 
espace L donne lieu à l'inégalité dim Z= dim AL. 

5.3.36. Un espace X est somme directe des sous-espaces L,, ..., L,. 
Soit À, un opérateur non dégénéré sur le sous-espace L,, i=1, ..., 
Montrer que l’opérateur À de w,, qui coïncide sur chacun des sous-espaces 
L, avec l'opérateur correspondant 4, est un opérateur non dégénéré. 

5.3.37. Vérifier que l’opérateur de dérivation : 

a) est dégénéré dans l’espace M, des polynômes de degré =n; 

b) est non dégénéré sur un espace vectoriel bidimensionnel tendu sur 
les fonctions jf, = cos f et /,=sin t (aux définitions usuelles de l’addition des 
fonctions et de la multiplication d’une fonction par un nombre). 

5.3.38. Trouver l’opérateur inverse de l’opérateur de dérivation du 
problème 5.3.37, b). 

5.3.39. Trouver l’opérateur inverse d’un opérateur de réflexion R. 

S.3.40. Montrer que pour un opérateur 4 non dégénéré et pour tout 
nombre «x différent de zéro 


—. 
(xA)1=> 41. 


5.3.41*. Démontrer que si À est un opérateur de rang 1, au moins l’un 
des opérateurs E+ 4 et E— A est non dégénéré. 

S.3.42. Démontrer que si un opérateur À est non dégénéré, pour tout 
opérateur B 

TaAg=TBA—T8S8: 

5.3.43. Démontrer que le produit des opérateurs À et B est un opérateur 
non dégénéré s1 et seulement si chacun des opérateurs À et B est non dégénéré. 
De plus, 

(AB) != B"1A"1, 
S.3.44. Démontrer qu’un opérateur À non dégénéré et un opérateur 
B arbitraire vérifient l’identité 


(A+ B)A-{A—B)=(4—B)A"(4+B). 


S.3.45. Soit À un opérateur nilpotent d'indice g. Démontrer que 
l'opérateur E— À est non dégénéré et que 


(E— AY 1=E+ A+ A+ ...+ AT 
S.3.46. Les opérateurs À et B sont liés par la relation AB+ 4+E=0. 
Démontrer que À est un opérateur non dégénéré, de plus, 471= —E—B. 
S.3.47. Démontrer que si le terme constant du polynôme /(f) annulateur 
de l'opérateur À est différent de zéro, À est alors non dégénéré. 
S.3.48. Démontrer que le terme constant du polynôme minimal m(f) 
annulateur d’un opérateur non dégénéré est différent de zéro. 
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5.3.49. Démontrer que pour un opérateur non dégénéré À qui agit 
dans un espace de dimension n, l’inverse 4”! est représenté par un polynôme 
de À de degré n#°— 1 au plus. 

5.3.50. Montrer que deux polynômes quelconques f(4) et g(4”71), où 
A est un opérateur non dégénéré, sont commutables. 

5.3.51. Soit À un opérateur de w,y; par ailleurs, il existe un opérateur 
B de w,, tel que BA=E, (opérateur identique de l’espace #). Ceci signifie- 
t-1l que AB=E,? 

5.3.52. Soient X l’enveloppe linéaire des polynômes 1, 1°, ..., f, Y 
l’espace des polynômes de degré = n— 1. Etudier la dérivation des polynômes 
comme un opérateur À de X dans Ÿ, ainsi que l'intégration (c’est-à-dire 
une transformation qui à chaque polynôme fait correspondre sa primitive) 
comme un opérateur B de Y dans X. Montrer que 


BA=E,, AB=E,. 


5.3.53. Supposons que dans l’énoncé du problème 5.3.51, dim Y > dim X!. 
Démontrer que l’opérateur AB sera un opérateur de projection dans l’es- 
pace F. 

5.3.54. Montrer que lors de la complexification de l’espace réel R : 

a) à un opérateur AB correspond l'opérateur Ah; 

b) à un opérateur non dégénéré À correspond l'opérateur non dé- 
généré À; h 

c) si À est non dégénéré, à l’inverse 471 correspond l'inverse A”1. 


& S.4. Opérations sur les matrices 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans le présent paragraphe nous examinons 
diverses propriétés des opérations définies sur les matrices et, en premier lieu, certes, 
la multiplication. Parmi les problèmes que nous traitons ici, nous sommes attachés 
surtout à l'examen des questions suivantes : 

1. Propriétés formelles de la multiplication : dimensions des facteurs et du produit, 
nombre des opérations arithmétiques élémentaires, etc. 

2. Matrices des transformations élémentaires. 

3. Commutativité des matrices. 

4. Classes des matrices fermées par rapport à la multiplication. 

S. Rang du produit des matrices. 

6. Opérations sur les matrices divisées en blocs : matrices partitionnées. 

7. Produit kroneckerien des matrices. 


Trouver les produits 4B et BA, où 
4 
S.4.1. 4=(2 —3 0), B=|3| 
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Trouver le produit 4B, où 


83 —29 —52 46 ; 
543. 4=|-—15 97 78-112], B=| |. 
38 —4 69. 85 | 
0 
83 —29 —52 46 
5.4.4. A=|0 1 O[, B=|-—15 97 78 —112|. 
38 —4 69 85 


5 2 
—7 —2 
54.5. A4=|7, ; 
2 —2 


5.4.6. A=|1 1 1 1}, B= 


923 2115 O O 0 O0 O0 oo 
1097 518 O O0 0 O0 O0 oO 
SAT. AZ! 652 769 o ol 2476 372 1505 882/|| 
841 134 O0 0O 549 795 999 400 
5.4.8*. Calculer le produit ABC, où 
991 992 993 
12 —6 —2 1 1 
A= 4 5 6! plis _o -3, c=|1 21. 
ere 24 —12 —4 3 O0 
1000 1001 1002 
5.4.9*. Calculer le produit 4BCD, où 
3 3 
A=|5|, B=]213 510 128, C=|-1|, =||1 -2 1|. 
7 — 1 
5.4.10. Montrer qu’en introduisant les matrices 
b, X1 
dy Ayo esse An b, Xo 


[an de. al 


K 
Il 
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le système d’équations linéaires 
dy X1+ Go Xo+ ... + Gin X,=b:;, 
di X1 + Ggo Xot... + On X,=D; 


An X1+ (7 pe Xo+ .. +an X, =D) 
peut être mis sous la forme d’une équation matricielle Ax=b. 


5.4.11. Montrer que, inversement, la résolution d’une équation ma- 
tricielle 4AX=B, où À et B sont les matrices données de types mXn et 
mxp respectivement, se ramène à la résolution de p systèmes d’équations 
linéaires de même matrice des coefficients À et de seconds membres distincts. 


Résoudre les équations matricielles 


S.4.12. 
ARE 


sun x] 3 HE 1 


54.14. ||2 1 1-1} |1 1 
fi abexfs ifes Si 


; 1 2 2 —1 1 —1 
ss fe 3H 
1 2 3 
5.4.16. X |2 3 4-16 ? 5]. 
3 4 1 
5.417. |1 1 1 1 1 4 3 
1011|, 032 
0 0 1 0° |o 1 of 
0 O 1 1 0 2 1 


S.4.18. Montrer que si deux produits 4B et BA ont un sens et À est 
une matrice mX n, alors B est une matrice nX m. 

S.4.19. Calculer le nombre de multiplications et d’additions nécessaires 
pour multiplier une matrice À de type mXn par une matrice B de type 
nXp. 

S.4.20. Soient À, B, C des matrices de types mX n, nXp, pXg respective- 
ment. Calculer le nombre de multiplications nécessaires pour obtenir le 
produit ABC. Noter que cette quantité d’opérations est fonction de la 
disposition des parenthèses dans le produit ABC. 

S.4.21. Vérifier si pour les matrices carrées 4 et B d'ordre 2 la succession 
ci-dessous des calculs de la matrice C= AB impose 7 multiplications (alors 
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que pour construire AB à l’aide de l'algorithme usuel il faut 8 multiplica- 


tions) : 
&1=(G11 + G2)(D11 + Do), 


= (Gs1 + G)Dir, 
&3= G(D19 — Do), 
Xs— Gso( Das — b 11) 
&s= (A1 + Gyo)Ds, 
&g= (Gi — 41 bn1+ Dre), 
&= (Ge — Gy2)(Dar + D). 


Cu= Ta as+A, 


C2 = As + As) 
Can = +, 


Co=U ts At ag. 


Cet algorithme est proposé par Strassen. 

S.4.22. On appelle trace d’une matrice carrée la somme des éléments 
de sa diagonale principale. La trace d’une matrice À est notée tr A. 

Démontrer que les propriétés suivantes sont respectées : 

a) tr(4+B)=tr A+trB; 

b) tr(xA)=a tr À; 

c) tr (4B)=tr (BA). 

Si les deux produits 4B et BA ont un sens, la dernière égalité est également 
vraie pour À et B rectangulaires. 

5.4.23. Les matrices À et B de types mXn et nXp respectivement 
possèdent cette propriété que pour chacune d'elles la somme des éléments 
d’une ligne est la même pour toutes les lignes et égale à r pour la matrice À, 
et à s, pour la matrice B. Démontrer que le produit AB jouit de la même 
propriété; par ailleurs, les sommes correspondantes de la matrice AB 
valent rs. Formuler et démontrer une formulation analogue pour les 
colonnes. 

5.4.24. Montrer que les transformations élémentaires des lignes d’une 
matrice À (cf. problème 4.1.26) sont équivalentes à la prémuiltiplication 
de cette matrice par des matrices de forme spéciale appelées matrices des 
transformations élémentaires : 

a) à la permutation des i-ième et j-ième lignes correspond la multi- 
plication par la matrice P, 

1 


Py= 


‘1 
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[les éléments non indiqués de la diagonale principale valent 1; tous les 
autres éléments sauf (i, j) et (j, à) sont nuls]; 


b) à la muluplication de la i-ième ligne par le nombre «x correspond la 
multiplication par la matrice diagonale D, 


1 


‘1 


c) l’addition à la i-ième ligne du produit de la j-ième ligne par le nombre 
« équivaut à la multiplication par la matrice L,, 


1 


1 


[tous les éléments hors diagonaux de cette matrice sauf l’élément (ÿ, j) sont 


nuls]. 
Formuler et démontrer des propositions analogues pour les transforma- 


tions élémentaires des colonnes de 4. 
S.4.25. Comment change une matrice À prémultipliée 
a) par la matrice N, 


C2 ] 
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b) par la matrice S, 
1 CT 


l œ, 
S,= 
Ai+1,i 
a. | | 
Les éléments hors diagonaux non indiqués des deux matrices sont nuls. 

Même question pour la postmultiplication d’une matrice À par les 
matrices S, et N,. 

5.4.26. Démontrer que a) la matrice N, du problème précédent est le 
produit des matrices L,,, k=i+1, ..., n (cf. problème 5.4.24, c)); b) la 
matrice S, est le produit des matrices L,,, k=1, ..., i—1, i+1, ...,n; 
c) les éléments non triviaux des facteurs de L,, coïncident avec les éléments 
non triviaux correspondants de la matrice N{S,); d) dans les deux cas, 
l’ordre des facteurs du produit peut être quelconque. 


5.4.27. Démontrer que, pour i<j, le produit N,N, des matrices N, 
et N, est de la forme suivante : 


1 
1 
Qi41,4 
° | 
NN,= : L ; 

X,,4 | 

41,4 41,7 

hi Xn | 


(les éléments hors diagonaux non indiqués sont nuls). 


S.4.28*. On appelle matrice des permutations P une matrice carrée dont 
chaque ligne et chaque colonne comptent un seul élément différent de zéro 
et valant 1. Démontrer que toute matrice des permutations est un produit 
des matrices P,, (cf. problème 5.4.24, a)). 

Calculer les expressions (si l’ordre de la matrice n’est pas explicité, il 
est égal à n) : 

5.4.29. | 1 1 


k 


O0 1! 


: S.4.30. || 1 1! 
1 O0 
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5.4.31. ||À O* (tous les éléments hors diagonaux 
À sont nuls). 
0 4, 
5.432. ||0 2 || 
dk 
À, 0 
5.4.33. 10 1 à 
0 I 
0 . 
1 
. 0 
[tous les éléments, sauf les éléments des cases (i; i+1), i=1, ..., n—1, 
sont nuls]. 
S.4.34. | O 1 & 
0 1! 
0. 
1 
1 (4) 


[tous les éléments de la matrice, sauf ceux des cases (1, 2), (2, 3), (3, 4), 


(n— 1, 7), (n, 1), sont nuls]. 
S.4.35*. Démontrer que pour une matrice d'ordre nXn 
À 1 
À 1 
A=| À. 
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la matrice J est de la forme (k=n) 


À* kAk-1 = 1) Àk-2 : Cr 


FL kAK-1 .. Cr 2Ak-nt2 
Ji= ak … Cr Spk-nt8 ||. 
0 | 
FL 


La matrice J, s'appelle cellule de Jordan associée au nombre À. 

5.4.36. Soit D une matrice diagonale d’ordre n à éléments diagonaux 
tous distincts. Démontrer que a) tout polynôme de D est une matrice 
diagonale; b) toute matrice diagonale peut être mise sous la forme d’un 
polynôme (D) de D; c) on peut choisir un polynôme /(r) tel que son degré 
ne dépasse pas n— 1. 

5.4.37. Démontrer que pour toute matrice diagonale d’ordre n le degré 
du polynôme minimal ne dépasse pas n. Le polynôme minimal d’une 
matrice se définit d’une façon analogue au polynôme minimal d’un opéra- 
teur. Pour la définition de ce polynôme cf. problème 5.3.20. 

5.4.38. Montrer que le polynôme minimal d’une matrice diagonale 
d'ordre n à éléments diagonaux distincts deux à deux est du n-ième degré. 

5.4.39. Démontrer qu’une matrice qui commute avec une matrice 
diagonale à éléments diagonaux distincts deux à deux est elle-même une 
matrice diagonale. 

5.4.40*. Une matrice carrée est dite scalaire si elle est diagonale et si 
tous ses éléments diagonaux sont égaux entre eux. En utilisant les résultats 
du problème 5.4.39 démontrer le lemme de Schur : si une matrice carrée 
A commute avec toutes les matrices carrées de même ordre, c’est une matrice 
scalaire (comparez avec le problème 5.3.34). 

5.4.41. Montrer que pour toute matrice 4 l’ensemble des matrices 
commutables avec 4 est a) un sous-espace; b) un anneau. 

Trouver la forme générale des matrices qui commutent avec la matrice 


S.4.42. |0O 1 0 S.4.43*. |O 1 


0 1 
O0 1 


(l’ordre de la matrice est n). 

5.4.44. Démontrer que toute matrice commutable avec la matrice 4 
commute avec la matrice A—ÀE quel que soit le nombre 4. En déduire que 
l’ensemble des matrices commutant avec une cellule de Jordan J, est le 
même pour tous les À et, par suite, coïncide avec l’ensemble du problème 
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5.4.43. D'après le problème 5.4.41, cet ensemble est un sous-espace. Déter- 
miner sa dimension. 

5.4.45. Une matrice carrée À est dite triangulaire supérieure si a,;=0 
pour i-j. D’une façon analogue une matrice carrée À telle que a,,=0, 
si i<j, est dite triangulaire inférieure. Démontrer que le produit des matrices 
triangulaires supérieures (resp. inférieures) de même ordre est lui-même 
une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure). 

5.4.46. Trouver le nombre de multiplications nécessaires pour calculer 
le produit de deux matrices triangulaires d’ordre n de même forme (c’est-à- 
dire de deux matrices triangulaires supérieures ou triangulaires inférieures). 

5.4.47. Une matrice est dite strictement triangulaire supérieure (resp. 
inférieure) si a,,;=0 pour izj(i=j). Démontrer que, pour un produit B 
de deux matrices strictement triangulaires 4, et 4, de même forme, b,,=0 
pour i=j—1(i=j+1). 

5.4.48. Montrer que pour une matrice strictement triangulaire À 
d'ordre n la n-ième puissance de À est égale à la matrice nulle. 

S.4.49. On appelle matrice de Tieplitz une matrice carrée d’ordre n+1 
à structure 


do & da dr-1 dd 
a_; d d do 
4=1%2 1 4% dns An-2 


Par là même une telle matrice est bien définie par 21+ 1 nombres. 


Démontrer qu’une matrice triangulaire supérieure À est une matrice 
de Tieplitz si et seulement si elle est un polynôme d’une cellule de Jordan J,. 

S.4.50. Déduire du résultat du problème 5.4.49 que a) un produit des 
matrices triangulaires supérieures de Tieplitz est lui-même une matrice de 
cette classe; b) deux matrices quelconques de cette classe sont commutables. 

S.4.51. Prouver qu’un produit de deux matrices commutables est lui- 
même une matrice commutable. 

S.4.52. Une matrice carrée À d’ordre n+ 1 s’appelle marrice circulante 
si sa structure est la suivante : 


A A... ni An 
a; dd ha An 
An-1 An db: dns An-2 


20e. 00% ee ee ee 0e 


Ainsi, les matrices de cette classe sont bien définies par 7+ 1 nombres. 
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Démontrer qu’une matrice C est une matrice circulante si et seulement 
si elle constitue un polynôme des matrices de permutation P du problème 
5.4.34. 

5.4.53. Déduire du résultat du problème 5.4.52 a) un produit des matrices 
circulantes est lui-même une matrice circulante; b) deux matrices circulantes 
quelconques sont commutables. 

5.4.54. Quel est le nombre de multiplications nécessaire pour calculer 
le produit de deux matrices circulantes d’ordre n°? 

5.4.55. Une matrice carrée À d'ordre n s’appelle marrice bande si pour 
un certain nombre m (<n) tous les éléments a,, tels que |i—-j|=>m sont 
nuls. Le nombre 2m+ 1 s’appelle /argeur de la bande. 

Démontrer que le produit des matrices bandes est lui-même une matrice 
bande. Déterminer la largeur minimale de la bande pour le cas d’un produit, 
si la largeur des facteurs est 2m,+ 1 et 2r,+ 1 respectivement. 

5.4.56. Une matrice carrée À aux éléments non négatifs est dite stochas- 
tique si la somme des éléments de chaque ligne de cette matrice vaut 1. Si, 
de plus, la somme des éléments de chaque colonne est égale à 1, la matrice 
est dite bistochastique. Démontrer que : 

a) un produit des matrices stochastiques est une matrice stochastique; 

b) un produit des matrices bistochastiques est une matrice bistochastique. 

5.4.57. En partant de la règle de multiplication des matrices démontrer 
que le rang d’un produit AB ne dépasse pas le rang de chacun des facteurs 
A et B. 

5.4.58. La matrice de type n X nest un produit des matrices rectangulaires 
A et B de types nXm et mXn respectivement; de plus, m<n. Démontrer 
que le déterminant de la matrice C est nul. 

S.4.59. Prouver que la matrice À de type mXn de rang 1 peut être 
mise sous la forme du produit 4A=xy, où x cst une matrice de type mX 1 
et y une matrice de type 1Xn. Une telle représentation est-elle unique ? 

S.4.60. Soit 4A=xy une matrice de type nXn de rang 1. Démontrer 
qu’il existe un nombre « tel que 4°=xA. Trouver l'expression du nombre « 
à travers les éléments des matrices x et y. 

S.4.61. Trouver le nombre de multiplications nécessaires pour calculer 
le produit de deux matrices 4 et B de rang 1, si l’on connaît les représenta- 
tions A= xy et B=uv de ces matrices. 

S.4.62*. Montrer que la matrice 4 de type mXn de rang r peut être 
mise sous la forme d’un produit 4=BC, où B est une matrice de type 
mxr et C une matrice de type rXn. Une telle représentation est-elle 
unique ? 

La représentation de la matrice À obtenue dans le problème 5.4.62 
s’appelle décomposition suivant le rang de cette matrice. Trouver la dé- 
composition suivant le rang des matrices suivantes : 


S.4.63. |4 2 2 S.4.64. 1 —1 2 0 
2 2 O||. —1 2-3 ]! 
2 0 2 O 1 —1 ]! 
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5.4.65. Une matrice rectangulaire À décomposée en sous-matrices par 
des lignes horizontales et verticales s’appelle matrice partitionnée où décom- 
posée en blocs. Les sous-matrices elles-mêmes s’appellent cellules ou blocs 
et sont notées 4,, Par exemple, si la matrice À est décomposée en trois 
« lignes de blocs » et deux « colonnes de blocs » on la met sous la forme 


Au A» 
A= An A 90 : 
Ag A3 


Montrer que : 

a) la multiplication d’une matrice décomposée en blocs par un nombre 
équivaut à la multiplication par ce nombre de chacun des blocs; 

b) l’addition de deux matrices rectangulaires de même type décomposées 
en blocs de la même façon se ramène à l’addition des blocs de même indice; 

c) si À et B sont deux matrices rectangulaires de type mXn et nXp 
respectivement, décomposées en blocs, et si, de plus, 


ar RU Tel sel ee 
A} A,2 À,s Ba Bo B;; 


le nombre de colonnes de chaque bloc Aj étant égal au nombre de lignes 
du bloc B,,, la matrice C= AB peut être également mise sous la forme 
partitionn 


Cu Cie QE Cu 
c=lCa Ce... Cu 
Ch Ca Ce 


où 
Cx= 2'AyBr; = 1, ... r, k=]1, ..., L4 
jai 


Cette condition peut être formulée d’une autre façon : le nombre de colonnes 
de À contenues dans chaque colonne de blocs est égal au nombre de lignes 
de B contenues dans la ligne de blocs de même indice; 

d) si À et B sont des matrices carrées de même ordre décomposées 
en blocs de la même façon, les blocs diagonaux 4, et B,, i=1, ...,pr, 
étant des blocs carrés, la matrice C = AB peut être mise sous la même forme 
partitionnée et 


Cx= 2, AyBjr l, k=1, 7 
J=i 


S.4.66. Une matrice carrée D décomposée en blocs est dite quasi 
diagonale si ses blocs diagonaux sont carrés, et ses blocs hors diagonaux 
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des sous-matrices nulles. Montrer que les opérations sur les matrices quasi 
diagonales de même structure en blocs donnent des matrices quasi diagonales 
de même structure. Noter que la multiplication des matrices quasi diagonales 
A et B donne des blocs diagonaux de la matrice C = AB égaux aux produits 
A;B, des blocs diagonaux de même indice des facteurs. En déduire que 
les matrices quasi diagonales À et B de même structure sont commutables 
si et seulement si leurs blocs diagonaux de même indice sont commutables. 

5.4.67*. Trouver la forme générale des matrices commutables avec la 
matrice quasi diagonale 


À, Ex, 0 
Es 
0 À, Ex, 


(#1, pour ix j). 


5.4.68. Une matrice carrée À décomposée en blocs est dite quasi tri- 
angulaire si ses blocs diagonaux sont carrés, alors que les blocs hors dia- 
gonaux 4,,, i=j(i<}j) sont des sous-matrices nulles. Montrer que les opéra- 
tions sur les matrices quasi triangulaires de même structure partitionnée, 
supérieures ou inférieures, conduisent à des matrices quasi triangulaires 
de même structure. Noter que la multiplication des matrices quasi triangulai- 
res supérieures (resp. inférieures) À et B donne des blocs diagonaux de la 
matrice C= AB égaux aux produits 4,B; des blocs de même indice des 
facteurs. 

5.4.69*. En utilisant l'algorithme de Strassen (cf. problème 5.4.21) 
indiquer le mode de calcul du produit C = AB des matrices carrées À et B 
d’ordre 4 qui demande seulement 49 multiplications au lieu de 64 multi- 
plications nécessaires pour opérer suivant le mode usuel. 

5.4.70. Soit À une matrice complexe d'ordre nr. Mettons-la sous la 
forme 4=B+1iC, où B et C sont des matrices réelles, et faisons lui corres- 
pondre la matrice réelle D d’ordre 2n 


De 5) 


Montrer que si À, et 4, sont des matrices complexes d'ordre nXn, D, 
et D, des matrices réelles d’ordre double composées de la façon indiquée, 
alors, au produit 4,4, correspond le produit D,D.,. Noter que dans un cas 
particulier on obtient avec n=1 une correspondance entre les nombres 
complexes z=x+iy et les matrices réelles d’ordre 2 de la forme 


x —}y 
4 X 
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5.4.71. Soit un vecteur colonne complexe z, d’ordre n, solution d’un 
système d'équations linéaires Az=b, où 4 est une matrice complexe À de 
type mXn, b un vecteur colonne complexe d’ordre m. Mettons À, b, 2, 
sous la forme 4=B+iC; b=f+ig; z=Xo+iyr, où B et C sont des matrices 
réelles, f, g, Xo, Jo des vecteurs colonnes réels. Montrer que le vecteur 
colonne réel 
Xo 
Yo 


d’ordre 2n est une solution d’un système de 2m équations à coefficients réels 


£ 


5.4.72. Montrer que l’opération de transposition est associée à d’autres 
opérations sur les matrices par les propriétés suivantes : 

a) (x A) = AT ; 

b) (4+B)7=A7T+57: 

c) (AB) = BTAT. 

5.4.73*. Soient À et B des matrices rectangulaires de types mX n et pXq 
respectivement. On appelle produit kroneckerien AX B des matrices 4 et B 
la matrice C de type mpXng qu’on peut mettre sous la forme partitionnée 


Up = 


Démontrer qu’un produit kroneckerien vérifie les conditions : 
a) (xA)XB=AX(xB)=a(AX B); 

b) (4A+B)XC=AXC+BXC; 

c) AX(B+C)=AXB+AXC; 

d) si les produits 4B et CD ont un sens, on a 


(4B)X(CD)=(AXCXBX D); 


€) la permutation des lignes et des colonnes permet de ramener la 
matrice 4X B à la matrice BX 4; de plus, si À et B sont des matrices carrées, 
les permutations des lignes et des colonnes sont les mêmes. 

S.4.74. Montrer que la représentation d’une matrice À de rang 1 par 
le produit A=xy (cf. problème 5.4.59) peut être interprétée comme une 
représentation de À sous la forme d’un produit kroneckerien 


A=}X X. 


S.4.75*. Soient e,, ..., e, une base de l’espace des vecteurs colonnes 
d'ordre m (c'est-à-dire des matrices de type mX 1); f,, .... f, une base de 
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l'espace des vecteurs lignes d’ordre n (c’est-à-dire des matrices de type 
1X n). Démontrer que les produits kroneckeriens /,X e, engendrent une base 
de l’espace des matrices de type mX 7. 

5.4.76. Démontrer que le produit kroneckerien des matrices carrées 
A et B d’ordres distincts peut être : 

a) une matrice diagonale, si À et B sont des matrices diagonales; 

b) une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure), si À et B sont 
des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures); 

c) une matrice stochastique (resp. bistochastique), si 4 et B sont des 
matrices stochastiques (resp. bistochastiques). 

5.4.77*. Soient À et B des matrices carrées d’ordre m et d'ordre n 
respectivement. Démontrer que : 

a) tr (AXB)=(tr A\(tr B); 

b) det (AX B)=(det Aÿ'-(det By". 

5.4.78. Soient À, B et C des matrices rectangulaires de types mXn, 
pxXg et mXg respectivement. Considérons l'équation matricielle AXB=C 
par rapport à la matrice X de type n Xp comme un système de mg équations 


linéaires par rapport à np coefficients inconnus de cette matrice indicée 
dans l’ordre suivant : 


X119 X19: ..., X1p» Xo1 X on .., Xops ...) Li X hu ... Xap° 


Les équations du système sont indicées conformément à l’indexation 
analogue (« par lignes ») des coefficients de la matrice C 


Ci C2 ..., Cig» Co» Co» ... Co ... C1» C2» ... Cng- 


Démontrer que la matrice du système donné d’équations linéaires est 
AXBT. Mais si on indicie les coefficients des matrices X et C d’après les 
colonnes 


Kia» Xoo <> Xnlo X19 X22s + es Xpos ee Xp» aps + + + Xp 
Cite Chis ras Cote Css Cas mens Chas ducs Clan Che cree Cngs 
la matrice du système devient BTX A. 
5.4.79. Montrer que si l’équation matricielle 
AX+ XB=C, 
où 4 est une matrice d’ordre mXm, B une matrice d’ordre nXn et C une 
matrice de type mX n, est considérée comme un système d'équations linéaires 


par rapport aux coefficients de la matrice X de type mX n, la matrice de ce 
système est : | 


a) AXE,+E,X B7, si les coefficients des matrices X et C sont indicés 
d’après les lignes; 

b) E,X A+BTXE,, si les coefficients des matrices X et C sont indicés 
d’après les colonnes. 
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5.4.80. Les éléments d’une matrice À de type mXn sont des fonctions 
dérivables réelles de la variable réelle r. On appelle dérivée d’une matrice 
A la matrice dA/dt de type mXn 


dan dae dain 
dt dt " dt 
dau) dan dan 
A x a à 
dt 


Démontrer que pour la dérivation des matrices ainsi définies on observe 
les propriétés suivantes : 


d dA 
a) FA) a 

d dA dB 
b) a (A+B)=- + 


d dA dB 
d dA\T 
a) L(4= (4) . 


$ 5.5. Matrice inverse 


Présentation des problèmes du paragraphe. Nous décrivons ici les divers modes de 
calcul d’une matrice inverse et les formes des matrices inverses des classes matricielles 
d'usage général. De même qu'au $ 5.4, nous nous attachons à l'étude des matrices des 
transformations élémentaires et des matrices décomposées en blocs. A la fin du para- 
graphe nous donnons des problèmes imposant l'application de la formule de Binet- 
Cauchy. 


En utilisant l’expression explicite des éléments de 471 par les éléments 
de À, calculer les inverses des matrices suivantes : 


5.5.1. S —4 5.5.2. ||cosx —sin « 
—8 6| sina cosal| 
{ — 

nu À >|. a+b?#0. 
b a 

5.5.4. || a b 


; 2]. ad—bcx0. 
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2 —1 21. 
—] 2 2 
5.5.7 1 —3 —] 5.5.8 2 1 —-1 
_ 7 21. 3 1 —-2 
3 2 —4 1 O 1 
5.5.9. O J 1 1 5.5.10. 1 1 1 O 
1 O0 1 lI —] 2 1 0 
|] —1 0 1| 1 4 1 O0 
—] —1 —1 0 0 O0 0 3 
5.5.11. [3 2 1 2 
1119: 129 
0 0 9 4| 
0 O1! 5 
5.5.12*. a b cc d 
A 
—c d a —b 
—d-c b a 


5.5.13. Démontrer que l’ensemble des matrices réelles de la forme 


| 
où x est un nombre réel quelconque, forme un groupe commutatif de 
multiplication. 

5.5.14. Prouver que l’ensemble des matrices réelles de la forme 
a —b 
b a 


COS « —Ssin & 
sin&æ COS 


possède une structure de corps par rapport à l’addition et à la multiplication 
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usuelles des matrices. Montrer que la correspondance entre les matrices 
de cette forme et les nombres complexes 


a — 


b ; 
Do —z=a+ib, 


est biunivoque et conserve les opérations. 
S.5.15*. Démontrer que l’ensemble des matrices réelles de la forme 


a b cc d 
—b a-d c 
—c d a—-b 
—d-c b a 


a une structure d’anneau par rapport à l’addition et à la multiplication 
usuelles des matrices. 

Démontrer que les matrices non nulles de cette forme constituent un 
groupe multiplicatif qui, de plus, est non commutatif. 

S.5.16*. Un ensemble des matrices, 

a) dont les matrices sont toutes dégénérées; 

b) qui compte des matrices dégénérées aussi bien que des matrices non 
dégénérées, 
peut-il former un groupe? 

S.5.17*. Montrer que l'inverse d’une matrice triangulaire supérieure 
(resp. inférieure) est elle-même une matrice triangulaire supérieure (resp. 
inférieure). Déduire de ceci et du problème 5.4.45 le corollaire qui suit : 
l'ensemble des matrices triangulaires non dégénérées forme un groupe 
multiplicatif. 

5.5.18*. Démontrer que l'inverse d’une matrice triangulaire de Tieplitz 
est elle-même une matrice triangulaire de Tieplitz de la même forme. 
Déduire de ceci et du problème 5.4.50 le corollaire qui suit : l’ensemble 
des matrices triangulaires de Tieplitz non dégénérées de même forme 
engendre un groupe multiplicatif. 

S.5.19*. Démontrer que l’inverse d’une matrice circulante est elle-même 
une matrice circulante. Déduire de ceci et du problème 5.4.53 le corollaire 
qui suit : l’ensemble des matrices circulantes non dégénérées forme un 
groupe multiplicatif. 

S.5.20*. Une matrice non dégénérée À possède cette propriété que les 
sommes des éléments d’une ligne sont les mêmes pour toutes les lignes. 
Démontrer que l'inverse 41 possède également cette propriété; de plus, 
si pour À les sommes des éléments des lignes sont r 0, pour 41 ces sommes 
sont 1/r. 

Enoncer et démontrer une proposition analogue sur les colonnes. 

S.5.21. Démontrer que 

a) un ensemble des matrices stochastiques non dégénérées; 
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b) un ensemble des matrices bistochastiques non dégénérées 
forme un groupe multiplicatif. 
Trouver les inverses des matrices d’ordre n suivantes : 


5.5.22. |A 0 5.5.23. ||0 à 
de 2 


0 [a 2, 0 
(tous les À, sont différents de zéro). 
5.5.24. || 1 —1 0...0 


5,5.27*. 


S.5.28. |1 2 3...n 


5.5.29. Trouver les inverses des matrices des transformations élé- 
mentaires P,,, D, et L,, (cf. problème 5.4.24). 
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S.5.30. Comment change l'inverse 471 si dans la matrice À 

a) on commute les i-ième et j-ième lignes; 

b) la i-ième ligne est multipliée par le nombre «x différent de zéro; 

c) à la é-ième ligne on ajoute la j-ième ligne multipliée par le nombre x? 
Même question pour les colonnes À. 

5.5.31. Trouver les inverses des matrices N, et S, (cf. problème 5.4.25). 

5.5.32. Démontrer que pour une matrice non dégénérée À de la forme 


0 0 ::… 0 Ain 


0) dh-1,2 res dh-1,n—1 dh_1,n 
ah yn .-.. Ah, n-1 a 


l'inverse B= A1 est de la forme 


5.5.33. Démontrer que l’inverse d’une matrice des permutations est 
elle-même une matrice des permutations. Montrer que l’ensemble des 
matrices des permutations d'ordre n donné forme un groupe multiplicatif 
et calculer le nombre d’éléments de ce groupe. 

5.5.34. Montrer que le calcul de l’inverse de la matrice À d'ordre nXn 
peut être réduit à la résolution de n systèmes d'équations linéaires dont 
chacun compte n équations à nr inconnues et dont la matrice des coefficients 
affectés aux inconnues est 4. Comparer le nombre d'opérations arithmé- 
tiques nécessaire pour résoudre ces systèmes par la méthode de Gauss et celui 
du calcul de l'inverse en appliquant les expressions explicites de ses éléments 
par les éléments de A. 

Par la méthode décrite dans le problème 5.5.34 calculer les inverses 
des matrices suivantes : 


S.5.35. 12 3 4 5 

1 2 3 4 
1 1 2 3| 
1 1 1 2 


3 —6 5 -10| 
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S.5.37*. Tous les mineurs pivots principaux d’une matrice À d’ordre 
nxn sont différents de zéro. Démontrer que la méthode de Gauss permet 
de mettre À sous la forme du produit d’une matrice triangulaire inférieure 
L et d’une matrice triangulaire supérieure R : A=LR. On peut adopter que 
les éléments d’une de ces matrices valent un. 

5.5.38. Montrer que la représentation d’une matrice À sous la forme 
du produit 4= LR obtenu dans le problème 5.5.37 est unique si les éléments 
diagonaux de la matrice L sont choisis égaux à un. 

. 5.5.39. Démontrer que toute matrice non dégénérée À peut être mise 
sous la forme d’un produit 4=PLR, où P est une matrice des permutations, 
L une matrice triangulaire inférieure, R une matrice triangulaire supérieure. 

5.5.40*. Prouver que des transformations élémentaires des lignes et 
des colonnes permettent de ramener toute matrice 4 non dégénérée à la 
matrice unité. 

5.5.41. Montrer que la proposition du problème 5.5.40 sera garantie 
si les transformations élémentaires ne portent que sur les lignes (resp. 
colonnes) de la matrice. 

S.5.42. En utilisant le résultat du problème 5.5.40 démontrer que toute 
matrice non dégénérée peut être mise sous la forme d’un produit des matrices 
des transformations élémentaires. 

S.5.43. Montrer que, si toutes les transformations élémentaires des 
lignes qui ramènent la matrice À non dégénérée donnée à la matrice unité 
sont appliquées dans la même succession aux lignes de la matrice unité, on 
obtient alors la matrice inverse A1. 

Par la méthode indiquée dans le problème 5.5.43 trouver les inverses 
des matrices suivantes : 


S.5.44. PRE RE 
—1] —1 0-1 
—2 —2 —2 —1 
>. 2: 2:12 


2 3 4 
3 3 4 
4 4 4 
5 


Un 
Un 
Uù CU Un Un 


S.5.46. Soit J, une matrice d’ordre n dont tous les éléments valent un. 
Démontrer que 


Asp. 
(E-J)J1=E-—J,. 


S.5.47. Soit B une matrice de rang 1. D’après le problème 5.4.60, 
B°=aB pour un certain nombre x. En supposant que «< - 1, démontrer 
que 

(E+B)°'=E-BB, 
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où B=r Montrer que le problème 5.5.46 est un cas particulier de cette 


proposition. 

S.5.48. Montrer que si une matrice À est non dégénérée, les matrices 
A+B et E+ A°1B sont toutes les deux dégénérées ou non dégénérées. 

5.5.49*. Soit À une matrice non dégénérée dont l'inverse A”! est 
connue; soit, ensuite, B=xy une matrice de rang 1. Démontrer que si la 
matrice A+ B est non dégénérée, son inverse peut se trouver d’après la 
formule : 

(4A+B) !=4"1-BA"1BA"1, 


où = = , «= }yA"1x. Ainsi, si on ajoute à la matrice 4 la matrice de rang 1, 


alors il faut ajouter également à l’inverse une matrice de rang 1. 

5.5.50. Calculer dans le problème 5.5.49 le nombre de multiplications 
et de divisions nécessaires pour passer de 471 à (4+B) "1, en supposant 
connues les matrices x et y de la représentation de la matrice B. 

5.5.51. Ajouter à l'élément a,, d’une matrice non dégénérée A le nombre 
y; la matrice À ainsi obtenue est également une matrice non dégénérée. 
Trouver l'expression de 41 à travers y et les éléments de la matrice 471. 

5.5.52. Ajouter aux éléments de la dernière ligne d’une matrice non 
dégénérée À d'ordre n les nombres y, ..., y, de façon à conserver la non- 
dégénérescence de la matrice. Trouver l’expression de l’inverse de la matrice 
obtenue À par les éléments de 41 et les nombres y, ..., y. 

S.5.53. Ajouter à tous les éléments d’une matrice À non dégénérée 
le même nombre a. La matrice obtenue À est encore non dégénérée. Trouver 
l'expression de 4-1 à travers les éléments de 4-1 et le nombre a. 

Trouver les inverses des matrices d’ordre n suivantes : 


5.5.54. | a b b...b 


b 2: 
b b a...b||, ab, azb(l—-n). 


b b b...a 
5.5.55. 10 1 1...1 
1 O0 1.. 
1 1 O 
1 1 1...0 
5.5.56. | 1 1 1...1 
L:::1 
1 ..1||. 
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S.5.57. | 1+a 1 LL ;.. 41 
| 1+@ | 1 
| | 1+a 1 
1 | 1 l+a, 


(tous les a, sont différents de zéro). 

5.5.58. Démontrer que l’inverse de la matrice quasi diagonale non 
dégénérée D est elle-même une matrice quasi diagonale; de plus, elle est 
de la même structure partitionnée que D. Noter que les blocs diagonaux 
D”1 sont des inverses des blocs diagonaux D de même indice. 

5.5.59. Démontrer que l'inverse d’une matrice À quasi triangulaire 
supérieure (resp. inférieure) non dégénérée est elle-même une matrice 
triangulaire supérieure (resp. inférieure); de plus, elle est de la même 
structure que 4. Noter que les blocs diagonaux de 471 sont des inverses 
des blocs diagonaux de À de même indice. 

5.5.60. Trouver l'inverse d’une matrice À de type k+/ 


ho 2] 


5.5.61*. Soit une sous-matrice À de la matrice décomposée en blocs 
A B 
M=|c > È 


carrée et non dégénérée. Démontrer que le déterminant de la matrice M 
vérifie la relation 


lM1=14|.1D-CA-81. 


5.5.62*. On connaît l’inverse 4,1, d’une matrice 4,_, de type n—1. 
Trouver l’inverse de la matrice bordée A, d’ordre n 


A.= A1 Un] 
# Van A 
en la supposant non dégénérée. 
5.5.63. Calculer le nombre de multiplications et de divisions nécessaires 
pour réaliser les formules de calcul de 47! déduites dans le problème 5.5.62. 
5.5.64. Vérifier que pour une matrice carrée M d’ordre k+ / décomposée 
en blocs 


9 


A B 
C D 


où À et D sont des blocs carrés d’ordre k et / respectivement, l'inverse M7! 
peut se construire également sous une forme partitionnée 


= S| 


M= 


—l1— 
MT=lR S 
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où P=(4—BD71C) "1, Q= —PBD”\, R= — D'ICP, S= D"1— D”1CQ ou 
S=(D—-CA”1B) "1, R=—-SCA", 
P= A”1-— A71BR, Q= — A71BS. 
Les inverses indiquées ci-dessus sont supposées existantes. Ces formules de 
Frobenius permettent de réduire le calcul de l’inverse d’ordre k+/ à l’in- 
version d’une matrice d’ordre k et d’une matrice d’ordre |. 
5.5.65. Soient À et B des matrices non dégénérées d’ordre m et n 


respectivement. Démontrer que le produit kroneckerien de ces matrices 
est également non dégénéré et que 


(AXB)-1= A-1X B”1. 


Trouver les inverses des matrices suivantes : 


S.5.66. ] 0 0 O0 0 
0 1 0 O0 0 
83 —47 1 OO O\|. 
—55 94 0 1 O0 
62 —71 O0 © I 
S.5.67. 0 0 O0 1-1 
0 O0 1 0 2 
O0 1 O O 2|. 
1 0 0 0 1 
1-2 4 1 5 
S.5.68. 1 0 3 9 
(0) 1 7 21 
—3 —12 1 O0 
1 4 O I 
S.5.69*. 1124 32 9 12 
40 56 15 21 
15 20 6 8| 
25 35 10 14 


5.5.70. Soient 4=B+:iC une matrice complexe d’ordre n; A71=F+iG 
l'inverse de la matrice 4. Démontrer que les matrices réelles d’ordre 2n 


es 


(+) 


et 


sont inverses réciproquement. 
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5.5.71. Démontrer que la transposition et l’inversion d’une matrice 
sont commutables, c’est-à-dire (47)71=(47"1)7. 

5.5.72. Une matrice carrée À a comme éléments les fonctions réelles 
dérivables d’une variable réelle :. Démontrer la formule en supposant que 
pour une valeur donnée de t la matrice 4 est non dégénérée 


À an _ 4-14 4-1 
77 (4 )= — À Tr À . 


5.5.73. Montrer que la solution d’un système d’équations linéaires 
Ax=b à matrice carrée non dégénérée des coefficients de À est x= 471b. 
En déduire les formules de Cramer. 

5.5.74. Supposons que dans l’énoncé du problème 5.5.73 les coefficients 
de la matrice 4 et du vecteur colonne b soient des fonctions réelles dérivables 
de la variable réelle t. Démontrer la formule 

&= — A7} A x+ AFS . 

5.5.75. Soient À et B des matrices Re de types mX net nXp 
respectivement. Démontrer que les mineurs de la matrice C= AB vénifient 
les expressions 


A io. lg) li de +. lo FE 
A CPE (a, eee je. ja 


(Isi<i<...<i,sm; 1=<j<j<...<)j,Sp). 


5.5.76. Démontrer en utilisant la formule de Binet-Cauchy que le rang 
de chacune des matrices 447 et 474 est égal au rang de la matrice 4. On 
admet que À est une matrice réelle. 

5.5.77. Démontrer que, pour les matrices rectangulaires À et B de type 
mxn et nxXm respectivement, la somme de tous les mineurs d’ordre k 
donné (1=k- min (n, m)) des matrices 4B et BA est la même. 

5.5.78. Une matrice carrée est dite fotalement non négative (resp. 
totalement positive) si tous les mineurs de types quelconques de cette matrice 
sont non négatifs (resp. positifs). Démontrer que le produit des matrices 
totalement non négatives (resp. totalement positives) est lui-même une 
matrice totalement non négative (resp. totalement positive). 

5.5.79*. Soit À une matrice carrée d’ordre n. Pour un nombre naturel 
donné p, 1-=p=n, ordonnons tous les N=C? combinaisons de nr nombres 
1, 2, ..., nà p nombres k,<k,...<k, dans un ordre lexicographique. 
Ceci signifie que la combinaison k,< k=.. .<k, précède la combinaison 
ki<ks<...<k,, si ki=k;, ,ki=k, mais k,<k;, 1=l=p. Com- 
posons la matrice carrée A,= (a, y: 1) d’ordre N de la façon suivante 


red. 


si l'indice de la combinaison i,<i,< ...<i, est i, et l’indice de la combinaison 
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jh << ...<)j, est j. La matrice obtenue 4, s’appelle p-ième matrice associée 
à À. En particulier, A,= 4, A,=|A|. 

Démontrer que 

a) (E,),=En: 

b) la matrice associée d’une matrice diagonale est elle-même une matrice 
diagonale; 

c) la matrice associée d’une matrice triangulaire supérieure (resp. 
inférieure) À est elle-même une matrice triangulaire supérieure (resp. 
inférieure); 

d) (4B),= 4,B}: 

e) Si À ést une matrice non dégénérée, alors (477),=(4,) 7. 

5.5.80*. Soit 4 une matrice non dégénérée d'ordre n. Démontrer que 
les mineurs d’un ordre quelconque de l'inverse B= 4”1 sont associés aux 
mineurs de À par les relations 


A (Go+k) [ki ko...kn= 
(= 1 2 | 1 #2 n ) 


8, lo... ?)= FA FR in=p 

k, k:...k, : |A] 

OÙ li <io< .. avec <<. .<in-p €t Ki<ks<...<k, avec 
ki<ks<...<Kk,;_, forment un système complet d'indices 1, 2, ..., ñ. 


$ 5.6. Matrice d’un opérateur linéaire, 
passage à une autre base, matrices équivalentes et semblables 


Présentation des problèmes du paragraphe. Les problèmes ci-dessous sont groupés 
en trois sections suivant les sujets indiqués par le titre du paragraphe. 


5.6.1. L'orientation adoptée sur un plan euclidien P est une orientation 
à droite (c’est-à-dire le repérage des angles est considéré comme positif s’il 
est orienté dans le sens inverse à celui des aiguilles d’une montre). Soit 
Oe.e, un système de coordonnées cartésien à droite sur le plan E,. Composer 
pour la base e,, e, la matrice de transformation linéaire qui consiste en une 
rotation de E, d’un angle « sur l’origine des coordonnées. 

5.6.2. Soit e,, e,, e, une base orthonormée à droite d’un espace euclidien 
tridimensionnel ÆE,;, des vecteurs géométriques. Considérons l'opérateur 
linéaire À de E, suivant : 

Ax={[x, a]. 


Ici a est le vecteur fixé de coordonnées «, 5, y dans la base e, , e,, e,. Trouver 
dans cette base la matrice de A. 

5.6.3. Ecrire les matrices a) de l’opérateur de dérivation; b) de l’opéra- 
teur de différences À,, pour une base 1, #, f”, ..., {" de l’espace M, des 
polynômes de degré =n. 

5.6.4. En considérant un opérateur de dérivation comme un opérateur 
de M, dans M,,_,, écrire sa matrice dans un couple de bases 1, #, r*, ..., 1" 
et 1,7, f*, ..., 171, Trouver dans ce même couple de bases un opérateur 


d'intégration comme un opérateur de M,_, dans M, 
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5.6.5. Trouver la matrice d’un opérateur de dérivation dans un espace 
vectoriel bidimensionnel tendu sur les fonctions de base 

a) f()= cos t, f(t)=sin t; 

b) g.()=e" cos bt, g(f)= = e! sin bt. 

5.6.6. Un espace X est somme directe des sous-espaces L, et L,. La base 
€, -., €, est choisie de façon que les vecteurs e,, ..., e, forment une base 
du sous-espace L, et les vecteurs e,.,, ...,e, une base du sous-espace Z.. 
Composer pour la base e,, ...,e, : 

a) la matrice de l’opérateur de projection sur L, parallèlement à L,; 

b) la matrice de l’opérateur de projection sur L, parallèlement à L,; 

c) la matrice de l’opérateur de réflexion dans L, parallèlement à L,. 

5.6.7. Dans un espace arithmétique X de dimension x réel ou complexe 
et dans un espace arithmétique Ÿ de dimension m correspondant sont 
fixées des bases « naturelles » composées de vecteurs unités de ces espaces. 
Faisons correspondre à chaque matrice À de type mXn un opérateur À 
de X dans } défini de la façon suivante : 

x > y= Ax, 
c’est-à-dire consistant à multiplier chaque vecteur colonne x de X# par la 
matrice 4. Démontrer que a) cette correspondance entre les matrices mX n 
et les opérateurs de # dans Y est biunivoque; b) dans le couple de bases 
naturelles la matrice de l’opérateur À coïncide avec la matrice 4. Ainsi, 
les opérateurs qui agissent dans des espaces arithmétiques peuvent être 
identifiés à des matrices rectangulaires de type correspondant. 

5.6.8. Un opérateur À qui agit dans un espace arithmétique tridimension- 
nel transforme les vecteurs linéairement indépendants a,, a, 4, en vecteurs 
b,, b., b4, où 


5|| l: —2 
a,=||3 &=|-3||, a Fi | b,= | : 
] —2 l 
_ | — 2 
b,= 3 , bs= — 3 
0 0) 


Trouver la matrice de cet opérateur a) dans la base a,, &, &; b) dans la 
base naturelle e,, e,, es. 
5.6.9. La base composée de matrices 
l 0 0 0 O 
O O0” |0 0” O0 1 
(dans l’ordre indiqué) est fixée dans l’espace des matrices carrées d’ordre 2. 
Ecrire dans cette base : 
a) la matrice d’un opérateur de transposition, c’est-à-dire d’un opérateur 
qui à chaque matrice * associe une matrice transposée; 
b) la matrice d’un opérateur G,4 qui transforme chaque matrice X en 
une matrice AXB, où À et B sont des matrices données; 


10 
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c) la matrice de l’opérateur F,, défini par la relation 
X—AX+ XB. 
Comment changent ces matrices, si dans la base on permute les matrices 
O0 1 0 O0}, 
O OÙ!” |1 0! 

5.6.10. Soit dans l’espace des matrices de type mXn une base E;,, 
E>, ..., Ein» En» Eng» - + +» Eons + + 9 Em» Em2 : + » Emn (ans l'ordre indiqué), 
où E,, est une matrice de type mXn dont le seul élément différent de zéro 
se trouve dans la case (i, j) et vaut l'unité. Soient, ensuite, 4 et B les matrices 


carrées données d'ordre m et n respectivement. Considérons les opérateurs 
G ns et Fag définis par les relations 


X 2, AXB, 
X Fa, 4X+XB. 


Démontrer que dans la base donnée 

a) la matrice de l’opérateur G,4 est un produit kroneckerien AX BT; 

b) la matrice de l'opérateur F,4 est AXE,+E,X BT. 

Trouver les matrices de ces mêmes opérateurs dans la base E;,, E:,, ... 
sE ES, Es: E,,;E;,E,......E.: 

5.6.11. Soit À un opérateur de w,y. Démontrer que toutes les matrices 
qui définissent l'opérateur À dans de différents couples de bases des espaces 
X et Y ont le même rang égal à celui de A. 

S.6.12. Trouver le rang de l'opérateur F,3 : 

2 —1 —3 1! 
(fai) 

5.6.13. Démontrer que l'opérateur F,4 du problème 5.3.12 est nilpotent 
et trouver l'indice de sa nilpotence. 

5.6.14. Que peut-on dire de la matrice de l’opérateur À de rang 7, si 
dans une base e,, ...,e, d’unespace X les vecteurs e,,,,...,e, appartiennent 
au noyau de cet opérateur ? 

S.6.15*. Un opérateur À de w,y est de rang r. Démontrer que dans 
les espaces X, Ÿ on peut choisir des bases e,, ...,e, et q1, ..., Qm Tespective- 
ment de façon que la matrice 4,. de À soit de la forme 


1 0:20" 0:50 


jrs ; ee) (5.6.1) 


Le nombre de colonnes non nulles de la matrice 4, est égal au rang r de 


l'opérateur. 
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5.6.16. Montrer que toute matrice non dégénérée d’ordre n réelle ou 
complexe peut être considérée comme une matrice qui donne dans un espace 
X de dimension n réel ou complexe respectivement le passage d’une base 
€, -.., €, à une autre base /j,, ..., f,, le choix de l’une de ces bases pouvant 
être arbitraire. 

5.6.17. Supposons que la matrice À définit le passage de la base e,, ...,e, 
à la base /,, ..., f., et la matrice B, de la base f,, ...,f, à la base g,, ...,g,. 
Montrer que a) la matrice de passage de f,, ..., f, à e,, ..., e, est A”: 
b) la matrice de passage de e,, ...,e, à 81, ..., g, est C= 4B. 

5.6.18. Comment change la matrice de passage dee,,...,e,à f,,...,f. si 

a) on commute les vecteurs e, et e,; 

b) on commute les vecteurs f, et f,? 

5.6.19. Dans la base 1, t, r? de l’espace M, l’opérateur À est défini par 
la matrice 


0 O I 
0 1 0 
1 O0 O0 


Trouver la matrice de cet opérateur dans la base composée des polynômes 
312421; 5P+31+1; 7F+51+3. 

5.6.20. Deux opérateurs sont donnés dans l’espace M4. L'opérateur A4 
transforme tout polynôme a+ &t+ @t°+ at en polynôme a,+at+a@f°. 
L'opérateur B transforme les polynômes 1%+15°, 1941, 1541, 8+%+1+1 
en 13+1, 1541, 1$+f+1+1 respectivement et en un polynôme nul. Com- 
poser dans la base 1, r, r°, 1% les matrices des opérateurs 4B et BA. 

5.6.21. Soient P et Q des matrices non dégénérées d’ordre m et n respec- 
tivement. Montrer que les matrices F1, Fo, -.., Fins Fags Fons +. Enns 
où F,,=PE;,Q et E;;, matrices définies dans 5.6.10, forment une base dans 
l’espace des matrices de type mXn. Trouver la matrice de passage à cette 
base à partir de la base composée de matrices E,, et la matrice de passage 
inverse. 

5.6.22. Trouver les matrices des opérateurs G,8 et F,8 du problème 
5.6.10 dans la base F;;, Fo, ..., F,, (Cf. problème 5.6.21). 

S.6.23. Soient À, l'opérateur défini par la matrice carrée À d’ordre 
nx n dans la base e,, ..., e, de l’espace X, À, l'opérateur défini par la même 
matrice dans la base f,, ...,f,. Démontrer que 


AÀ,=P. A, P7 _ 
où P est un opérateur qui transforme les vecteurs e,, ..., e, en vecteurs 


Moss) 
5.6.24. Les matrices rectangulaires À et B de type mXn sont dites 
équivalentes s’il existe des matrices non dégénérées R et S telles que B= RAS. 
Montrer que la relation d’équivalence sur l’ensemble des matrices rectan- 
gulaires de type fixé mx n est réflexive, symétrique et transitive. 

5.6.25. On dit que les matrices carrées À et B sont semblables s’il existe 
une matrice non dégénérée P telle que B=P”!4P. On dit encore que la 


10° 
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matrice P transforme À en B. Montrer que la relation de similitude sur 
l’ensemble des matrices carrées d'ordre donné r est réflexive, symétrique 
et transitive. 

5.6.26. Montrer que deux matrices équivalentes (semblables) quelconques 
sont de mème rang. 

5.6.27. Soient X et Y des espaces de dimension n et m respectivement. 
Démontrer que deux matrices équivalentes quelconques À et B de type 
mx n peuvent être considérées comme deux matrices qui définissent le même 
opérateur de w,# dans certains couples de bases e,, ..., e,; 41, .... Qn 
et Ji, -.., fs lis -.. M de ces espaces. L’un des couples de ces bases peut 
être arbitraire. 

5.6.28. Démontrer que deux matrices semblables quelconques d'ordre 
n peuvent être considérées comme des matrices qui définissent le même 
opérateur d’un espace X de dimension n dans les deux bases e,, ...,e, 
et /1, ..., /, de cet espace. Le choix de l'une des bases est arbitraire. 

5.6.29*. Démontrer que toute matrice À est équivalente à une matrice 
de la forme (5.6.1). 

5.6.30. Démontrer la réciproque du problème 5.6.26 : deux matrices 
A et B de type mX n de même rang sont équivalentes. 

5.6.31. Soient deux matrices semblables À et B : B=P"TAP. La matrice 
de transformation P est-elle définie d’une façon univoque ? 

5.6.32*. Montrer qu’une matrice scalaire «E n’est semblable qu’à elle- 
même. Démontrer que c'est une propriété dont jouissent seulement les 
matrices scalaires. 

5.6.33. Soit À la matrice carrée fixée. Démontrer que l’ensemble des 
matrices P qui transforment 4 en À est un groupe multiplicatif. 

5.6.34. Soient À et B des matrices semblables. Démontrer que si P, 
est une matrice qui transforme À en B, l’ensemble des matrices de trans- 
formation s'obtient sur l’ensemble des matrices de transformation de À 
en À en multipliant à droite ces matrices par la matrice P,. 

5.6.35. Montrer que si une matrice À subit des transformations 
suivantes : 

a) la i-ième ligne est multipliée par un nombre non nul «, puis la i-1ème 
colonne est multipliée par un nombre 1/x; 

b) la j-ième colonne est multipliée par un nombre «x et ajoutée à la i-ième 
ligne, puis de la j-ième colonne on retranche la i-ième colonne multipliée 
par «: 

c) on commute les i-ième et j-ième lignes, puis les i-ième et j-ième 
colonnes, 
elle se transforme en une matrice semblable. 

5.6.36*. Montrer que la symétrie d’une matrice par rapport à son 
centre est une transformation de similitude de cette matrice. 

5.6.37. Démontrer que les matrices semblables À et B ont les mêmes 
trace et déterminant. 

5.6.38. Démontrer que si au moins une des deux matrices carrées À 
et B de même rang est non dégénérée. les matrices AB et BA sont semblables. 
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Donner un exemple des matrices dégénérées À et B telles que AB et BA 
ne soient pas semblables. 

5.6.39. Montrer que si les matrices À et B sont semblables, on a 

a) des matrices semblables 4° et B?; 

b) des matrices semblables 4“ et B* pour tout nombre entier naturel k; 

c) des matrices semblables /(4) et f(B) quel que soit le polynôme /(r). 

5.6.40. Si les matrices 4 et B d'ordre nXn sont équivalentes, cela 
signifie-t-il que les matrices 4° et B° le sont aussi (cf. problème (5.6.39, a))? 

5.6.41. Montrer que les matrices semblables À et B ont le même 
polynôme minimal. 

5.6.42. Les matrices À et B d’ordres m et n sont semblables aux matrices 
C et D respectivement. Démontrer que 

a) la matrice AXB est semblable à la matrice CXD; 

b) la matrice AXE,+E,X BT est semblable à la matrice CXE, + 
+E,X DT. 

5.6.43. Démontrer que si les matrices À et B sont semblables, leurs 
associées À, et B, le sont aussi. 

5.6.44. Montrer que si les matrices complexes 4,=B,+iC, et 4= 
= B,+iC, sont semblables, les matrices réelles D, et D, 


— B, —C,; 
Pc, 8, 


4 


» =], 2, 


le sont aussi. 


CHAPITRE 6 


STRUCTURE DE L’OPÉRATEUR LINÉAIRE 


$S 6.0. Terminologie et généralités 


Soit À un opérateur de w,x. Le nombre À s’appelle valeur propre de 
l'opérateur À s’il existe un vecteur non nul x tel que 


Ax=àx. (6.0.1) 


Tout vecteur x #0 qui satisfait à (6.0.1) s’appelle vecteur propre de l'opérateur 
A associé à la valeur propre À. 

Si À, est la matrice de À dans une base arbitraire e,, ...,e, d’un espace 
X, le polynôme det (AE — 4) ne dépend pas du choix d’une base et s'appelle 
polynôme caractéristique de l’opérateur À. 

Un opérateur a comme valeurs propres les racines du polynôme caractéris- 
tique (racines appartenant au corps donné) et elles seules. 

D'après le théorème fondamental de l'algèbre tout polynôme de degré 
n(n= 1) à coefficients complexes possède dans le corps des nombres com- 
plexes exactement n racines (chaque racine étant prise avec son ordre de 
multiplicité). Si on appelle multiplicité algébrique d’une valeur propre sa 
multiplicité en tant que racine du polynôme caractéristique, alors 

dans un espace vectoriel complexe de dimension n tout opérateur possède 
n valeurs propres (compte tenu de la multiplicité). Dans ces conditions, 
il existe au moins un vecteur propre. 

Le sous-espace L est dit invariant par rapport à l'opérateur À si xEL 
entraîne que Ax€L. L'opérateur 4 associé seulement aux vecteurs du sous- 
espace invariant L s’appelle opérateur induit noté A/L. 

Si le sous-espace X est somme directe des sous-espaces L, et L, invariants 
par rapport à l’opérateur À, pour tout vecteur x de décomposition 


X= XX, MEL, X2CLe, 
on a 
AX= Axi+ Ax:= (A/Li)xi + (A/Lo)Xxe. 
C'est pourquoi on dit que À est somme directe des opérateurs induits A/L; 
et A/L,. Cette situation se définit en disant : l’opérateur À est réduit par un 


couple de sous-espaces L, et L.. 
Pour tout opérateur À qui agit dans un espace complexe il existe une 
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base de cet espace appelée base canonique de Jordan, dans laquelle la matrice 
de l’opérateur est d’une forme quasi diagonale 


J; () 


0 J, 


où chacun des blocs diagonaux J, est une cellule de Jordan associée à l’une 
des valeurs propres de À. La matrice J s’appelle forme de Jordan de l'opéra- 
teur A. 

Les expressions « vecteur propre d’une matrice », « sous-espace invariant 
d'une matrice », etc., employées dans le présent chapitre doivent être 
entendues dans le sens défini au &$ 5.0. De plus, par exemple, un vecteur 
propre d’une matrice nXn est considéré comme un vecteur colonne de 
dimension n, etc. 


$ 6.1. Valeurs propres et vecteurs propres 


Présentation des problèmes du paragraphe. Nous donnons ici des problèmes sur les 
valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur, qui peuvent être résolus sans faire 
appel au polynôme caractéristique. Ces problèmes sont associés surtout aux questions 
suivantes : 

1. Détermination des valeurs propres et des vecteurs propres. 

2. Théorème de l'indépendance linéaire des vecteurs propres associés aux différentes 
valeurs propres et ses corollaires. 

3. Opérateurs et matrices de structure simple. 


6.1.1. Démontrer que pour qu’un opérateur À soit non dégéneré il faut 
et 1l suffit qu'il n’ait pas de valeur propre nulle. 

6.1.2. Montrer que a) les vecteurs propres d’un opérateur À associés 
à la valeur propre nulle, et eux seuls, appartiennent au noyau de cet opéra- 
teur; b) les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles ap- 
partiennent à l’image de l'opérateur. 

6.1.3. Démontrer que si un opérateur À est non dégénéré, alors les 
vecteurs propres de À et de 471 sont les mêmes. Trouver la relation entre 
les valeurs propres de ces opérateurs. 

6.1.4. Montrer que dans la multiplication d’un opérateur par un nombre 
non nul les vecteurs propres ne changent pas, alors que les valeurs propres 
sont multipliées par ce nombre. 

6.1.5. Montrer que, quel que soit le nombre À,, l'opérateur 4—À,E 
possède les mêmes vecteurs propres que l’opérateur À. Trouver la relation 
entre les valeurs propres de ces opérateurs. 

6.1.6. Démontrer que si x est un vecteur propre de l'opérateur A 
associé à la valeur propre 1, x est également un vecteur propre de l’opérateur 
a) 42; b) Af, pour tout k naturel; c) (A), où f(r) est un polynôme quel- 
conque. Trouver les valeurs propres correspondantes de ces opérateurs. 
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6.1.7. La proposition qui suit : si x est un vecteur propre d’un certain 
polynôme / (4) d’un opérateur 4, x est un vecteur propre de l’opérateur 
A lui-même, est-elle vraie? 

6.1.8. Démontrer qu’un opérateur nilpotent ne possède pas de valeurs 
propres différentes de zéro. 

6.1.9. Démontrer qu’un opérateur de rotation d’un espace euclidien 
d’un angle &« non multiple de x ne possède pas de vecteurs propres. 

6.1.10. Trouver les vecteurs propres et les valeurs propres de l’opérateur 
A d’un espace euclidien tridimensionnel : Ax=[x, a], où a est le vecteur fixé. 

6.1.11. Trouver les vecteurs propres et les valeurs propres d’un opérateur 
de dérivation dans l’espace des polynômes M, 

6.1.12. Trouver les vecteurs propres d’un opérateur de dérivation sur 
l’espace tendu sur /(f)= cos t, f.(f)=sin t. 

6.1.13. Démontrer que les valeurs propres d’une matrice diagonale 
coïincident avec ses éléments diagonaux. 

6.1.14. Démontrer que la valeur propre d’une matrice stochastique est 
l’unité. Trouver le vecteur propre correspondant. 

6.1.15*. Trouver les valeurs propres de la matrice 4=xy dont le rang 
est l’unité. 

6.1.16. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice 
J, d'ordre nXn 


eee 0e ee 


6.1.17. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice 
A d'ordre nXn 


a b b...b 

b a b...b 
A=|bh b a...bl|: 

b b b a 


6.1.18. Démontrer que si les matrices 4 et B sont semblables, toute 
valeur propre de À est également une valeur propre de B, et inversement. 
Trouver la relation entre les vecteurs propres des matrices À et B. 

6.1.19*. Démontrer que les vecteurs propres d’un opérateur associés 
aux valeurs propres distinctes sont linéairement indépendants. 

6.1.20. Déduire du résultat du problème 6.1.19 qu’un opérateur 4 qui 
agit dans un espace XŸ de dimension n ne peut posséder plus de n valeurs 
propres distinctes. Si le nombre de valeurs propres distinctes est exactement 
n, il existe une base de l’espace X composée de vecteurs propres de l’opéra- 
teur À. 

6.1.21. Démontrer que si l’ensemble des vecteurs propres d’un opérateur 
A associés à la valeur propre donnée À, est complété de vecteur nul, 1l 
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engendre un sous-espace. Ce dernier s’appelle sous-espace propre de l'opéra- 
teur À associé à la valeur propre À. 

6.1.22. L'espace X est somme directe des sous-espaces Z, et L,. Trouver 
les valeurs propres et les sous-espaces propres 


a) d’un opérateur de projection sur L, parallèlement à L,; 
b) d’un opérateur de réflexion dans Z, parallèlement à Z... 


6.1.23. La dimension du sous-espace propre d’un opérateur À associé 
à la valeur propre À, s'appelle multiplicité géométrique de la valeur propre À,. 
Montrer que la multiplicité géométrique de À, est égale au défaut de l’opéra- 
teur 4— /,E. 

6.1.24. Démontrer que la somme des sous-espaces propres d’un opéra- 
teur À est somme directe. 

6.1.25. Démontrer que tous les vecteurs différents de zéro d’un espace 
sont les vecteurs propres d’un opérateur À si et seulement si À est un opéra- 
teur scalaire. 

6.1.26*“. Démontrer que la somme des multiplicités géométriques de 
toutes les valeurs propres d’un opérateur 4 de w,, ne dépasse pas la 
dimension de l’espace X. De plus, l’égalité de cette somme à la dimension 
de l’espace X est nécessaire et suffisante pour qu'il existe dans X une base 
composée de vecteurs propres de À. 

6.1.27. Un opérateur À est dit de structure simple s’il existe dans l’espace 
une base composée de ses vecteurs propres. Quel est le sens géométrique 
d’un tel opérateur ? Quelle est la forme de sa matrice dans la base composée 
de vecteurs propres ? 

6.1.28. On dit qu’une matrice carrée est de structure simple si elle est 
semblable à une certaine matrice diagonale. Démontrer qu’un opérateur 
A de w,, est de structure simple si et seulement si sa matrice dans une 
base arbitraire de l’espace est une matrice de structure simple. 

6.1.29. Démontrer que pour un opérateur de structure simple a) l’image 
est l’enveloppe linéaire des vecteurs propres associés aux valeurs propres 
non nulles; b) l'intersection du noyau et de l’image se compose du vecteur 
nul. 

6.1.30. Montrer que les opérateurs de projection et les opérateurs de 
réflexion sont de structure simple. 

6.1.31. Montrer que parmi les opérateurs nilpotents il n’y a que l'opéra- 
teur nul qui a une structure simple. 

6.1.32. Démontrer que tout polynôme / (4) d’un opérateur de structure 
simple est lui-même de structure simple. En particulier, si À est non dégénéré, 
A” est de structure simple. 

6.1.33. Démontrer que si un opérateur 4 d’un espace de dimension 
n est un opérateur de structure simple, le degré du polynôme minimal de cet 
opérateur ne dépasse pas n. 

6.1.34. Un opérateur À qui agit dans un espace X de dimension n possède 
n valeurs propres distinctes. Démontrer que tout opérateur B commutant 
avec À est un opérateur de structure simple. 
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6.1.35. Montrer que dans l'énoncé du problème 6.1.34 l'opérateur B 
peut être mis sous la forme d’un polynôme de l'opérateur A. 

6.1.36. Soient À un opérateur de l’espace réel R, À l'opérateur déduit 
de À par complexification de l’espace R. Montrer que si x est un vecteur 
propre de À, associé à la valeur propre À, x+i0 est un vecteur propre 
de À de même valeur propre. 

6.1.37. Montrer que si dans l'énoncé du problème 6.1.36 4 est un 
opérateur de structure simple, À est également de structure simple. 

6.1.38. Par définition, 1l existe pour une matrice À de structure simple 
une matrice non dégénérée P telle que P"14P= À soit une matrice diagonale. 
Démontrer que les éléments diagonaux de la matrice À sont des valeurs 
propres, et les colonnes de la matrice P, des vecteurs propres de la matrice 4. 
Inversement, une matrice non dégénérée P composée (suivant les colonnes) 
de vecteurs propres de la matrice À transforme cette matrice en une matrice 
diagonale. 

6.1.39. Montrer que si À est une matrice de structure simple, il en est 
de même pour sa transposée AT. 

6.1.40. Soient À et x la valeur propre et le vecteur propre correspondant 
d’une matrice À d’ordre mXm; u et y, la valeur propre et le vecteur propre 
correspondant d’une matrice B d’ordre nXn. Démontrer que le produit 
kroneckerien x X y est 

a) un vecteur propre de la matrice AXB; 

b) un vecteur propre de la matrice AXE,+E,,X B. Trouver les valeurs 
propres correspondantes. 

6.1.41. Démontrer que si dans l’énoncé du problème 6.1.40 les matrices 
A et B sont de structure simple, c’est vrai également pour les matrices 
AXB et AXE,+E,X B. 

6.1.42. Déduire du problème 6.1.41 le corollaire suivant : si les matrices 
A et B sont de structure simple, alors G,8 et E,8 du problème 5.6.10 sont 
également des opérateurs de structure simple. 

6.1.43. Démontrer que si À est une matrice de structure simple, c’est 
également vrai pour toutes les matrices associées 4, 


$ 6.2. Polynôme caractéristique 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans ce qui suit nous voulons illustrer les 
questions suivantes relatives au polynômc caractéristique. 

1. Détermination du polynôme caractéristique, expression de ses coefficients par 
les mineurs d’une matrice, relation entre les coefficients et les valeurs propres. 

2. Polynôme caractéristique comme un outil de calcul des valeurs propres. 

3. Matrice associée à un polynôme. 

4. Polynômes caractéristiques des classes spéciales d'opérateurs et de matrices. 

De même qu'au paragraphe précédent, nous nous attachons dans une grande mesure 
à examiner les opérateurs et les matrices de structure simple. Ce n'est qu'ici, une fois que 
l'on dispose d’un mode de calcul des valeurs propres, que prend toute sa valeur le critère 
établi dans le problème 6.1.26. 


6.2.1. Ecrire les expressions explicites des polynômes caractéristiques 
des matrices d’ordre a) 1; b) 2; c) 3. 
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6.2.2*. Démontrer que dans l'écriture du polynôme caractéristique 
|[1E— A| d’une matrice À suivant les puissances de 2 : 


[AE-A|=2"+a,.À"1+...+ai+a, 
le coefficient a, est égal à la somme de tous les mineurs principaux d’ordre 
n—k de la matrice À, prise avec le signe (—1ÿ7*. 
Composer les polynômes caractéristiques des matrices 


6.2.3. | x1}Y1 X1Ye +: Kia 
XoŸ1 X2Ÿ2 +. XoYa 


Xaÿ1 XnŸo +. XnYn 
6.2.4. 110 0...0  b, ! 


C] Ca .. Ch=1 a 


6.2.5. Démontrer que le polynôme caractéristique de la transposée AT 
coïncide avec le polynôme caractéristique de la matrice A. 

6.2.6. Prouver que si chaque coefficient d’une matrice complexe À est 
remplacé par un nombre conjugué, les coefficients du polynôme caractéris- 
tique de la matrice sont remplacés par les nombres conjugués. 

6.2.7“. A et B sont des matrices carrées de même ordre. Démontrer que 
les matrices 4B et BA ont le même polynôme caractéristique. 

6.2.8. Démontrer que les polynômes caractéristiques f (À) d’une matrice 
À et g(2) d'une matrice 4— AE sont liés par la relation 


gU)=f (A+ À). 
6.2.9. Soit une matrice non dégénérée À d’ordre nXn. Démontrer que 


les polynômes caractéristiques f(2) de À et h(À) de A”! sont liés par la 
relation 


xG= Cyr (À: 


En déduire la relation entre les sommes de tous les mineurs principaux de 
l’ordre donné des matrices À et 471. (Une autre méthode pour obtenir 
cette relation est donnée dans le problème 5.5.80.) 

6.2.10. Démontrer que les matrices semblables ont le même polynôme 
caractéristique. Donner un exemple qui montre que la réciproque : les 
matrices de même polynôme caractéristique sont semblables, n’est pas vraie. 

6.2.11*. Démontrer que la fonction suivante des éléments d’une ma- 
trice À : 


m(4)= , : djäji 


ne change pas sous l'effet d’une transformation de similitude de cette matrice. 
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6.2.12. En supposant que dans le problème 6.2.11 la matrice À est 
complexe, écrire l’expression de la fonction m(4) à l’aide des valeurs propres 
de cette matrice. 

6.2.13. En généralisant la proposition du problème 6.2.11, démontrer 
que la fonction 


m{A)= 2 2  Z'... Z'amänrs - -: Gnsk@k 
{ml Kiml kgml ky=1 
ne change pas sous l’effet d’une transformation de similitude de la matrice A. 
6.2.14. On connaît r valeurs propres ,, ..., À, d’une matrice À de type 
n+ 1. Comment trouver encore une valeur propre 2,,1? 
6.2.15. Trouver le polynôme caractéristique et les valeurs propres 
de la matrice triangulaire 


0 0 ...a,, 
6.2.16. Démontrer que le polynôme caractéristique de la matrice 
—Gn-1 dns T4 —& 
1 0 ... O0 o 
C(fU))=| 0 1 .…. 0 0 
(0) 0 1 oO 


est égal à f(1)=2"+a,_14""1+...+a1+a. La matrice C(/f(À)) s'appelle 
matrice associée au polynôme f(À) (ou matrice de Frobenius). 

6.2.17. En appliquant le problème 6.2.16 montrer que tout polynôme 
de degré n à coefficient dominant égal à un peut être polynôme caractéris- 
tique d’une matrice carrée d’ordre n. 

6.2.18. Trouver le polynôme caractéristique de l’opérateur de rotation 
d’un angle « d’un plan euclidien. 

6.2.19. Trouver le polynôme caractéristique d’un opérateur À de 
l’espace euclidien tridimensionnel : Ax=[x, a], où a est un vecteur fixé. 

6.2.20. Trouver le polynôme caractéristique d’un opérateur de dérivation 
de l’espace M,. 

6.2.21. Trouver le polynôme caractéristique d’un opérateur nilpotent 
arbitraire qui agit dans un espace complexe de dimension ». 

6.2.22. Démontrer que le rang d’un opérateur de projection est égal à 
sa trace. 

6.2.23. Supposons que l’opérateur R réalise la réflexion d’un espace 
X de dimension n par rapport au sous-espace L. Démontrer que la dimension 
de L est liée à la trace de R par la relation 


tr R=2 dim L-n. 
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Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes : 


6.2.24. |2 0 
0 2| 
6.2.26. | 4 —1 —2 
2 1 —2||. 
1 —1 ! 
6.2.28. 2 —5 —3 
—]1 —2 —3 
3 15 12 
6.2.30. |O 1 O O0 
3 0 2 0 
0 2 0 3| 
0 O0 1 O0 
6.2.32. 1 2 0 
—1] —2 0 
0 O0 2 
1 2 0 


6.2.25. 


6.2.21. 


6.2.29. 


6.2.31. 


6.2.33. 


3+i —] 

Qi 1-il| 
4 11 
241 
0 1 4 
4-4 2 
2-2 1! 
_4 4 -2l 
1 O 1 O 
1 1 O1 
1 O 1 0 
0 111 
3-1 O0 0 
0 3 O 0 
1 O0 3 1 
0 1 O 3 


6.2.34. Démontrer que dans un espace réel de dimension n=2k+1 
tout opérateur possède au moins un vecteur propre. 

Trouver les valeurs propres des matrices suivantes a) dans le corps des 
nombres réels; b) dans le corps des nombres complexes. 


1 2 
—2 1 


6.2.35. | 


6.2.31. 


OO WW ON 


1 0 
0 1! 
4 0 
O —1 


&w © D © 


6.2.36. 


6.2.38. 


1 


um (D 1 1 


1 1 
1 1 
O0 1 
1 O0 O0 
O —1 —-2 
O 1 I 
2 1 0 


6.2.39. Montrer que le polynôme caractéristique d’une matrice quasi 
triangulaire (quasi diagonale) est égal au produit des polynômes caractéris- 
tiques des blocs diagonaux. 

6.2.40. En utilisant les problèmes 6.2.8 et 6.2.9 montrer que les multi- 
plicités algébriques des valeurs propres correspondantes des opérateurs 
A et A—)},E sont les mêmes, ainsi que celles des valeurs propres corres- 
pondantes des opérateurs À et A”1. 
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6.2.41*. Démontrer que pour un opérateur arbitraire À, la multiplicité 
géométrique de toute valeur propre À ne dépasse pas sa multiplicité algé- 
brique. 

6.2.42. Démontrer qu’un opérateur À qui agit dans un espace complexe 
est de structure simple si et seulement si pour chaque valeur propre de cet 
opérateur la multiplicité géométrique coïncide avec la multiplicité algé- 
brique. Une telle proposition est-elle vraie dans le cas d’un espace réel? 

Etablir pour chacune des matrices ci-dessous si elle est de structure 
simple. Dans le cas de l’affirmative, trouver la matrice qui réduit la matrice 
donnée à une forme diagonale et indiquer cette forme. 


6.2.43. |0O O0 O 1 6.2.44. |O O0 O O 
0 O0 2 0 0 O 1 O 
0 3 O0 O| 0 2 0 O| 
4 0 O O0 3 O0 O O 
6.2.45. |1 1 2 3 6.2.46. |1 1 2 3 
0 2 2 41 O0 1 1 2 
0 O 1—-2| 0 O 2 O0 
0 0 O0 2 0 0 0 2 
6.2.47. 0 1 O0 oO 6.2.48. 1 1 O 0 
0 0 1 O0 0 1 O 
0 0 O0 1| —] 0 O 1| 
—6 1 7-1 —2 0 0 O0 


6.2.49*. Si un polynôme f(À) possède au moins une racine multiple, 
sa matrice de Frobenius peut-elle être de structure simple? 

6.2.50. Démontrer que les matrices À et B de structure simple sont 
semblables si et seulement si elles possèdent le même polynôme caractéris- 
tique. 

6.2.51. Démontrer qu’une matrice complexe dont les valeurs propres 
sont toutes distinctes est semblable à la matrice de Frobenius de son poly- 
nôme caractéristique. 

6.2.52. Trouver le polynôme caractéristique de la matrice P d’ordre » 


1 ) 
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6.2.53*. Trouver pour la matrice P du problème précédent les valeurs 
propres dans le corps des nombres complexes et les vecteurs propres qui 
leur correspondent. 

6.2.54. En partant des résultats du problème 6.2.53 montrer que dans 
le corps des nombres complexes toute matrice circulante est de structure 
simple. Trouver l’expression des valeurs propres de la matrice circulante 
par ses éléments. 

6.2.55*. Soient ,, ..., À, les racines du polynôme /(1) toutes distinctes. 
Trouver les vecteurs propres de la matrice de Frobenius de ce polynôme. 

6.2.56*. Déduire le résultat du problème 6.2.53 à partir du problème 
6.2.55. 

6.2.57*. Soit une matrice À de structure simple. Démontrer que pour 
tout nombre 4, le rang d’une matrice 4— AE est égal au plus grand ordre 
des mineurs principaux de cette matrice différents de zéro. 

6.2.58. Démontrer que tout opérateur de structure simple est annulé 
par son polynôme caractéristique. 

6.2.59. Soient À un opérateur Fe structure simple agissant dans un 
espace de dimension n, et À, . m les valeurs propres de l'opérateur À 
toutes distinctes. Trouver le . minimal de cet opérateur. 

6.2.60*. Soient À et B des matrices rectangulaires de types mXn et 
nxm respectivement. Démontrer que les polynômes caractéristiques des 
matrices AB et BA vérifient la relation 


X|1E,— AB|=2"|2E,—BAI. 


En particulier, pour m=n, on en tire le résultat du problème 6.2.7. 
6.2.61*. Démontrer que le polynôme caractéristique de la matrice 
A B 
B A|” 
où À et B sont des matrices carrées de même ordre, est égal au produit des 
polynômes caractéristiques des matrices A+ B et 4—B. 
6.2.62. Démontrer qu'en complexifiant un espace vectoriel réel on 
transforme l’opérateur À en opérateur À de même polynôme caractéristique. 
6.2.63. Montrer que le résultat du problème 6.2.21 est également 
vrai pour un opérateur nilpotent qui agit dans un espace réel de dimen- 


sion 7. 
6.2.64. Démontrer que le polynôme caractéristique de la matrice réelle 


D d'ordre 2n 
B -C 
p= fé "5 


M= 


est égal au produit des polynômes caractéristiques des matrices complexes 
A=B+iC et A=B-—iC de type nXn. 
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Présentation des problèmes du paragraphe. La première partie de ce paragraphe est 
consacrée aux sous-espaces invariants et aux opérateurs induits. Dans sa deuxième partie 
nous traitons du théorème sur la possibilité de réduire une matrice d'opérateur à une forme 
triangulaire et des corollaires de ce théorème. 


6.3.1. Démontrer que la somme et l'intersection des sous-espaces L, 
et L, invariants par rapport à un opérateur À sont également invariantes 
par rapport à 4. 

6.3.2. Montrer que le noyau et l’image d’un opérateur 4 de w,, sont 
invariants par rapport à A. 

6.3.3. Démontrer que si un opérateur À est dégénéré, tout sous-espace 
contenant son image sera invariant par rapport à A. 

6.3.4. Etablir le sens géométrique des sous-espaces invariants uni- 
dimensionnels d’un opérateur et montrer que dans un espace complexe tout 
opérateur possède au moins un sous-espace invariant unidimensionnel. 

6.3.5. Que peut-on dire d’un opérateur À de w,, par rapport auquel 
tout sous-espace d’un espace X est invariant ? 

6.3.6*. Démontrer que si dans un espace X de dimension n tout sous- 
espace de dimension k, où k est un nombre naturel fixé, 1 = k-< n, est invariant 
par rapport à un opérateur À, alors À est un opérateur scalaire. 

6.3.7. Démontrer que lenveloppe linéaire d’un système de vecteurs 
propres quelconque d’un opérateur À est invariant par rapport à 4. En 
particulier, les sous-espaces propres de l’opérateur À sont invariants par 
rapport à cet opérateur. 

6.3.8. Prouver que les opérateurs À et A—2ÀE, où À est un nombre 
quelconque, possèdent les mêmes espaces invariants. 

6.3.9*. Démontrer que tout opérateur qui agit dans un espace complexe 
de dimension n possède un sous-espace invariant de dimension n— 1. 

6.3.10. Démontrer que si un opérateur À est non dégénéré, À et A”! 
ont les mêmes sous-espaces invariants. 

6.3.11. Montrer que tout sous-espace invariant par rapport à un 
opérateur À est invariant par rapport à tout polynôme de cet opérateur. 
La réciproque est-elle vraie? 

6.3.12. Prouver que le noyau et l’image de tout polynôme /(4) d’un 
opérateur À sont invariants par rapport à A. 

6.3.13. Supposons que les opérateurs 4 et B soient commutables. 
Démontrer que le noyau et l’image de l’opérateur B sont invariants par 
rapport à l'opérateur À. 

6.3.14. Démontrer que tout sous-espace propre d’un opérateur À est 
invariant par rapport à tout opérateur commutant avec À. 

6.3.15. Démontrer que, si un opérateur À qui agit dans un espace de 
dimension n possède n valeurs propres distinctes, tout opérateur B commuta- 
ble avec À est un opérateur de structure simple. De plus, tous les vecteurs 
propres de À sont également des vecteurs propres de B. 

6.3.16. Trouver tous les sous-espaces invariants d’un opérateur À de 
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l’espace euclidien tridimensionnel : 4Ax=[x, a], où a est le vecteur fixé. Dé- 
terminer pour chaque sous-espace invariant L l’opérateur induit A/L. 

6.3.17*. Trouver tous les sous-espaces invariants d’un opérateur de 
dérivation dans l’espace des polynômes M4, 

6.3.18. Un espace X de dimension n est somme directe du sous-espace 
L, de dimension k(--0) et du sous-espace L, de dimension 7—k. Supposons 
qu’une base e,, ...,e, de l’espace est choisie de sorte que les vecteurs 
ei, ---, e, appartiennent à L,, les vecteurs e,,1, ..., e,, à L,. Mettons la 
matrice de l’opérateur À dans la base e,, ..., e, sous la forme partitionnée 


4] A ||” 


où 4. et 4, sont des sous-matrices carrées d’ordre k et n—k respectivement. 
Démontrer que 

a) 4, =0 si et seulement si Z, est invariant par rapport à 4; 

b) 4, =0 et 4,=0 si et seulement si les deux sous-espaces Z, et L, 
sont invariants par rapport à A. 


6.3.19. Montrer que toute matrice carrée complexe 4 d'ordre n est 
semblable à la matrice B de la forme 


bu Br 
0 B.| 


où B., est une sous-matrice d'ordre n— 1. Indiquer le procédé de construction 
d’une matrice de transformation P telle que B=P" AP. 

6.3.20. Démontrer que si un opérateur À agit dans un espace complexe, 
tout sous-espace invariant par rapport à À contient au moins un vecteur 
propre de cet opérateur. 

6.3.21. Soit L un sous-espace invariant par rapport à un opérateur A. 
Démontrer que 

a) le polynôme caractéristique de l’opérateur induit A/L est un diviseur 
du polynôme caractéristique de 4; 

b) le polynôme minimal de l’opérateur induit A4/L est un diviseur du 
polynôme minimal de A 


6.3.22. Les sous-espaces L, et L, sont invariants par rapport à un 
opérateur 4; de plus, L,.CZ,. Démontrer que le polynôme caractéristique 
de l'opérateur A/L, est un diviseur du polynôme caractéristique de l’opéra- 
teur A/L,. Une proposition analogue est vraie pour des polynômes mini- 
maux. 

6.3.23. Les sous-espaces I, et L, sont invariants par rapport à l’opéra- 
teur 4. Démontrer que le polynôme caractéristique de l’opérateur A/(L,+ L.) 
et le polynôme caractéristique de l’opérateur 4/(L, NL.) sont le multiple 
commun et le diviseur commun respectivement des polynômes caractéris- 
tiques des opérateurs 4/L, et A/L,. Une proposition analogue est vraie pour 
des polynômes minimaux. 


B= 


11 
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6.3.24*. Démontrer qu’un opérateur À de structure simple induit sur 
chacun de ses sous-espaces invariants L un opérateur A/L également de 
structure simple. 

6.3.25. Déduire du problème 6.3.24 le corollaire suivant : tout sous- 
espace invariant non trivial d’un opérateur À de structure simple est tendu 
sur un certain système de vecteurs propres de cet opérateur. 

6.3.26. Démontrer que pour des opérateurs commutables 4 et B de 
structure simple 1l existe une base de l’espace composée de vecteurs propres 
communs à ces opérateurs. 

6.3.27. Démontrer que deux opérateurs commutables quelconques 
d’un espace complexe possèdent un vecteur propre commun. 

6.3.28. Démontrer que, pour tout ensemble G (quand bien même il 
serait infini) composé d’opérateurs deux à deux commutables d’un espace 
complexe, il existe un vecteur propre commun à tous les opérateurs 
de G. 

6.3.29. Supposons qu’un opérateur À soit réduit par un couple de sous- 
espaces L, et L,. Démontrer que 


a) le rang de 4 est égal à la somme des opérateurs A/L, et A/L,; 

b) le polynôme caractéristique de À est égal au produit des polynômes 
caractéristiques des opérateurs A/L, et A/L,; 

c) le polynôme minimal de À est le plus petit commun multiple des 
polynômes minimaux de A/L, et A/L,; 

d) pour tout k entier, l’opérateur 4* est somme directe des opérateurs 
(4/2) et (A4/L}'; 

e) pour tout polynôme /(#) l’opérateur f(4) est somme directe des 
opérateurs f(A/L,) et f(A/L)). 

6.3.30. Démontrer qu’un opérateur de dérivation dans l’espace M, 
n’est réduit par aucun couple de sous-espaces. 

6.3.31. Soient R l’espace vectoriel réel, C l’espace complexe obtenu 
de R par complexification. Supposons que L soit un sous-espace dans R 
invariant par rapport à un opérateur 4; e,, ...,e,, une base de L. Montrer 
que l'enveloppe linéaire des vecteurs e,+10, ..., e,+1i0 dans l’espace C est 
un sous-espace invariant par rapport à l'opérateur À associé à l’opérateur A. 

6.3.32*. En appliquant la complexification démontrer que tout opérateur 
d’un espace vectoriel réel possède un sous-espace invariant de dimension 
1] ou 2. 


6.3.33. Trouver le sous-espace invariant bidimensionnel de la matrice 


4-6 4 
1 O0 o!, 
10 1 0 


envisagée comme un opérateur de l’espace arithmétique réel R;. 


6.3.34. Supposons que les vecteurs colonnes z,, ..., z,, z;y=x,+iy, 
de dimension n forment une base du sous-espace invariant de dimension 
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k d’une matrice complexe 4=B+1iC. Démontrer que les vecteurs colonnes 
Uj, =.) Ugy Vis --. 0x de dimension 2n, où 


À) 
Y; 


engendrent une base du sous-espace invariant de dimension 24 de la matrice 
réelle 


X} 


U,=— , V}— 


D= 


C DB 


B “|. 


6.3.35. Les vecteurs e,, ..., e, forment une base du sous-espace in- 
variant de dimension k d’une matrice d’ordre mXm; les vecteurs j,, ..., f, 
forment une base du sous-espace invariant de dimension / d’une matrice 
B d'ordre nXn. Démontrer que l’enveloppe linéaire des produits kro- 
neckeriens e,Xf,, i=1, ..., k; j=1, ..., /, est le sous-espace invariant de 
dimension k/ 

a) de la matrice AX B; 

b) de la matrice AXE,+E, X B. 


6.3.36*. Démontrer que pour tout opérateur À agissant dans un espace 
complexe X de dimension n il existe une suite de sous-espaces invariants 
Li, Lo, -.., L,_1, L, tels que la dimension de l’espace L, soit k et 


LCLc...cL,:cL,=x. 


Montrer que, dans une base e,, ..., e, de l’espace composé de façon que 
e,€L,, la matrice d’un opérateur À est une matrice triangulaire supérieure; 
mais si l’ordre des vecteurs de la base est interverti pour e,, ...,e,,la matrice 
de À devient triangulaire inférieure. Les éléments diagonaux de ces matrices, 
que représentent-ils ? 

6.3.37. Déduire du problème 6.3.36 le corollaire suivant : toute matrice 
carrée complexe est semblable à une matrice triangulaire supérieure (resp. 
inférieure). 

6.3.38*. Démontrer que la proposition du problème précédent est 
indépendante du problème 6.3.36. 

6.3.39. Démontrer la non-unicité de la forme triangulaire de la matrice 
complexe À donnée. Plus précisément, quelle que soit la mise en ordre 
préalable donnée des valeurs propres Z,, ..., À, de À, il existe une matrice 
triangulaire supérieure (resp. inférieure) semblable dont la diagonale 
principale porte les nombres 1,, ..., À, dans l’ordre requis. 

Réduire les matrices suivantes par une transformation de similitude 
à une forme triangulaire (indiquer les formes triangulaires obtenues et les 
matrices de transformation) : 


6.3.40. 1 O I 6.3.41. 5 2 ll 
—] —1 —-1||. —8 —3 —-2|. 
O0 1 oO 7 4 3 


11° 
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6.3.42*. Soient À,, . m les valeurs propres d’une matrice complexe 
A d'ordre nXn toutes ne k:, ..., k, les multiplicités algébriques 
de ces valeurs propres. Démontrer que la matrice A est de structure simple 
si et seulement si elle est semblable à une matrice B de la structure partition- 
née suivante 


MEn Bi Bis Bin 

0  LExs Ban Bon 
B — 0 À3 Ets B;; 

0 0  o . A Er 


6.3.43. Démontrer que dans un espace complexe un opérateur est 
nilpotent si et seulement si toutes ses valeurs propres sont nulles. 

6.3.44*. Démontrer que les matrices commutables 4 et B peuvent 
être réduites à la forme triangulaire par une même transformation de 
similitude. 

6.3.45. Que signifie la proposition du problème 6.3.44 pour les opéra- 
teurs commutables 4 et B? 

6.3.46*. Démontrer que toute matrice carrée réelle est semblable à une 
matrice quasi triangulaire supérieure (resp. inférieure) dont les cases dia- 
gonales sont de l’ordre 1 ou 2. 

6.3.47. Déduire du résultat du problème 6.3.46 le corollaire suivant : 
dans un espace réel de dimension n tout opérateur possède un sous-espace 
invariant de dimension n— 1 ou n—2. 

6.3.48*. Soient ,, ..., À,, les valeurs propres d’une matrice complexe 
A d'ordre mXm, Wu, ..., u, les valeurs propres d’une matrice complexe 
B d'ordre nXn (chacune des suites peut compter de mêmes éléments). 
Démontrer que : 

a) les mn produits 4u,, i=1, ..., m, j=1, ..., n, donnent toute la 
collection des valeurs propres de la matrice AXB et de l’opérateur Gyp 
(cf. problème 5.6.10); 

b) les mn sommes À,+u,, i=1, ..., m, j=1, ...,n, donnent toutes les 
collections des valeurs propres de la matrice AXE, +E,,XB de l’opéra- 
teur Fyp. 

6.3.49. Prouver que l’équation matricielle 


AX+BX=C, 


où 4, B, C sont des matrices complexes d’ordre mX m, nX net mX n respecti- 
vement, possède une solution et une seule si les valeurs propres À, de : 
matrice À et u, de la matrice B ne forment aucun couple tel que A+ 

6.3.50*. Supposons qu'un opérateur À d’un espace complexe est uit 
par un couple de sous-espaces L, et L,; de plus, les opérateurs induits 4/L, et 
A/L, ne possèdent pas de mêmes valeurs propres. Démontrer que ce même 
couple de sous-espaces Z, et L, réduit tout opérateur B qui commute avec A. 
Extrapoler cette proposition au cas d’un nombre fini quelconque de sous- 
espaces. 
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6.3.51. Soient 1, . A les valeurs propres d’une matrice complexe 
A d'ordre nXn (parmi les À É peut y en avoir de mêmes nombres). Démon- 
trer que tous les produits possibles suivant p des nombres À,, ..., 2, donnent 
dans l’ensemble toutes les valeurs propres de la p-ième matrice associée 4,. 


$ 6.4. Sous-espaces principaux, forme de Jordan 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans ce qui suit les problèmes sont répartis 
dans l'ordre suivant : 

Sous-espaces principaux. Dans ce domaine les outils essentiels sont : le théorème de la 
décomposition d’un espace complexe en une somme directe des sous-espaces principaux 
d’un opérateur À et la description du sous-espace X1, associé à la valeur propre À: en- 
visagée comme un noyau d'une certaine puissance de l'opérateur 4 — AE. Nous donnons 
les corollaires du théorème de la décomposition, les problèmes de calcul sur la construction 
des sous-espaces principaux et nous discutons de la notion d'indice du vecteur principal. 

Structure du sous-espace principal. L'exposé est présenté par étapes. Nous commençons 
par le cas le plus simple, lorsque l'indice maximal du vecteur principal coïncide avec la 
dimension du sous-espace principal. Ensuite les faits se compliquent progressivement pour 
aboutir finalement au cas général. A chaque étape nous montrons la construction de la 
base canonique et donnons des exemples de calcul. Une fois la structure d'un sous-espace 
principal isolé assimilée, il devient possible de 

Construire la forme de Jordan d'un opérateur arbitraire. Outre les problèmes de calcul, 
nous proposons également ici au lecteur plusieurs problèmes théoriques qui font appel 
à la forme de Jordan. En particulier, nous déduisons les formules pour calculer la forme 
de dogs en omettant la construction de la base canonique. Le paragraphe s'achève 
par la 

Relation entre la similitude des matrices et la forme de Jordan. 

Dans ce paragraphe, sauf mention explicite, nous n’examinons que les opérateurs 
qui agissent dans un espace complexe et les matrices complexes. 


6.4.1. En appliquant les problèmes 5.3.9 et 5.3.10 démontrer que pour 
tout opérateur À qui agit dans un espace X de dimension n réel ou com- 
plexe, il existe une décomposition de X en une somme directe des sous- 
espaces 

=NÀT, 


où N'est le noyau, et T l’image de l'opérateur 4%, q étant un nombre naturel. 
De plus, le plus petit de tels nombres g vérifie l’inégalité g= n. 

Montrer que sur le sous-espace N un opérateur À induit un opérateur 
nilpotent, et sur le sous-espace T, un opérateur non dégénéré. Ainsi, la 
proposition du problème peut être formulée également de la façon suivante : 
tout opérateur À est somme directe des opérateurs nilpotent et non dégénéré. 

6.4.2*. Démontrer que la décomposition d’un opérateur À en somme 
directe des opérateurs nilpotent et non dégénéré est unique. 

6.4.3. Prouver que la dimension d’un sous-espace N dans la décomposi- 
tion (6.4.1) est égale à la multiplicité algébrique de la valeur propre nulle 
de l'opérateur A. 

6.4.4*. Démontrer que pour tout opérateur À il existe une décomposi- 
tion de l’espace X en somme directe des sous-espaces K:,, ..., K..: 


X=K;+K;,+...+K1, (6.4.2) 
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où Z,, ..., À, Sont les valeurs propres toutes distinctes de 4 de multiplicités 
algébriques k,, ..., &, respectivement, chacun des sous-espaces X,, étant 
invariant par rapport à À et l’opérateur A/K, induit sur ce sous-espace 
possédant le polynôme caractéristique (2— 2,)*. 

6.4.5. Démontrer que la décomposition (6.4.2) qui possède les propriétés 
décrites dans le problème 6.4.4 est unique pour l'opérateur À donné. 

6.4.6. Le sous-espace K', de la décomposition (6.4.2) s’appelle sous- 
espace principal associé à la valeur propre À. Montrer que les problèmes 
6.4.1 à 6.4.5 entrainent que : 

a) le sous-espace K, peut être décrit comme un ensemble des vecteurs 
x tels que (4—2À,E)x=0; ici s est un nombre naturel quelconque; 

b) le sous-espace K, peut être décrit comme le noyau de l’opérateur 
(A—2,Eÿ%, où g, est un nombre naturel ne dépassant pas K;; 

c) le sous-espace propre L;, associé à la valeur propre À, est emboîté 
dans le sous-espace principal K:.. 

6.4.7. Montrer que pour qu’un opérateur À soit de structure simple, 
il faut et il suffit que pour chaque valeur propre À, de cet opérateur, le sous- 
espace propre LA, coïncide avec le sous-espace principal K;.. 

6.4.8. Démontrer que si K;, est un sous-espace principal de l'opérateur 
A associé à la valeur propre 2,, alors : 

a) K:, est un sous-espace principal de l'opérateur 4—/,E associé à la 
valeur propre 2,—À,; 

b) K, est un sous-espace principal de l'opérateur 471 associé à la valeur 
propre 1/1. 

6.4.9*. Démontrer que tout sous-space principal d’un opérateur A 
est un sous-espace invariant d’un opérateur B quelconque commutant 
avec À. 

6.4.10*. Démontrer le théorème de Cayley-Hamilton : tout opérateur 
A est annulé par son polynôme caractéristique. 

6.4.11. Démontrer que si un opérateur À d’un espace de dimension n 
est non dégénéré, l'inverse 471 peut être mis sous la forme d’un polynôme 
de degré n— 1 de A. 

Construire les sous-espaces principaux des matrices suivantes : 


6.4.12. | -1 1 1 6.413. | 1 1 0 
—3 2 2||. 4 0 
=]. j à 4 1 —-2 
6.4.14. | 2 3 O0 3 6.4.15. |2 —3 4 —-6 
—] 0 1 2 l—=2 2-4 
0 3 2 3 0 O 2-3 
1 2—1 0O 0 O 1 —2 


6.4.16. Tout vecteur du sous-espace principal K;, d’un opérateur À 
s'appelle vecteur principal de cet opérateur associé à la valeur propre À,. On 
appelle indice du vecteur principal x de K;, le nombre naturel h tel que 
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(4A—À,E)x=0, mais (4—14,E}Y"1x#0. L'indice du vecteur principal est 
nul par définition. 
Montrer que : 


a) l'indice de tout vecteur de K',, ne dépasse pas la multiplicité algébrique 
k; de la valeur propre 1; 

b) l’indice du vecteur propre est égal à 1; 

c) l’ensemble H, des vecteurs de X, dont l’indice ne dépasse pas le 
nombre naturel £ donné est un sous-espace. 


6.4.17*. Soit x le vecteur principal d’un opérateur À associé à la valeur 
propre À, et d’indice A(=0). Démontrer que : 

a) l’indice du vecteur (4—41,E)x est h— ]; 

b) l'indice du vecteur (4— LE, où À, est la valeur propre de À distincte 
de À,, est h; 

c) si À, est une racine du polynôme /(r) de multiplicité /, où /=h, alors 
l'indice du vecteur f(A)x est h—/; 

d) l’indice du vecteur 4”1x est h; 

e) si B est un opérateur commutant avec À, l'indice du vecteur Bx ne 
dépasse pas h. 


6.4.18. Montrer que le vecteur principal x d’un opérateur À est un 
vecteur principal de même indice a) pour l'opérateur 4A—À,E; b) pour 
l'opérateur 4”! 

6.4.19. Prouver que le système de vecteurs non nuls de K} possédant 
des indices distincts deux à deux est linéairement indépendant. 

6.4.20. Soit x un vecteur d’indice h de K,. 

Montrer que : 

a) le système de vecteurs (4—2,E)""1x, (4—4,E)" 2x, ..., (A—2A,E)x, 
x est linéairement indépendant; 

b) l’enveloppe linéaire de ce système est un sous-espace invariant de 
l'opérateur À. 


Dans les problèmes 6.4.21-6.4.62 on examine les opérateurs d’un espace 
de dimension n et les matrices d’ordre n ne possédant qu’une seule valeur 
propre À, de multiplicité algébrique n. Dans ce qui suit cette circonstance 
n’est pas mentionnée de façon tacite. Certes, tous les résultats obtenus sont 
vrais également pour un opérateur arbitraire considéré seulement sur le 
sous-espace principal. 

6.4.21. Un opérateur À d’un espace x de dimension n est dit à bloc 
unique si l’indice maximal du vecteur principal coïncide avec la dimension 
n de l’espace. Démontrer que : 


a) toute base de l’espace X contient au moins un vecteur d'indice n; 

b) si x est un vecteur d’indice n, le système de vecteurs (4—À,EY "1x, 
(4A— AE) x, ..., (4A— Ex, x est une base de l’espace Y’; 

c) la matrice de À dans cette base est une cellule de Jordan d’ordre n 
associée au nombre À,. Le point c) explique le sens de la dénomination 
« opérateur à bloc unique ». 
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Ainsi, dans le cas d’un opérateur à bloc unique la base canonique est 
un système (4— AE)" 1x, ..., (4—ZÀE)x, x appelé série issue du vecteur x, 
alors que la forme de Jordan est composée d’une seule cellule d’ordre n. 

6.4.22. Les données étant celles du problème 6.4.21, b) trouver la 
matrice d’un opérateur À dans la base x, (4—,E)x, ..., (4—À,Eÿ "1x. 

Construire la base canonique et trouver la forme de Jordan des matrices 
suivantes : 


6.4.23. | 11 | 6.4.24. | 5 —9 —4 
4 3|° 6 =i1 —5|: 
—7 13 6 
6.4.25 3 1 O oO 6.4.26. ||5 —10 10 —5 1 
0 2 1 0 1 0 O0 O0 0 
0 O0 2 11 0 1 O0 oO o!. 
tn 1 0 O0 1 O0 0 
0 O0 O0 1 0 


6.4.27. | —1 —1 0 O0... O 0 
O0 —1 —1 0... O0 0 
O O—1 —-1 0 O0 
0 0 0 0 —]1 —1 
0 0 0 0 O —1 


ee... ee 2 ax 0. 
0 0 0 0 1 
0 O0 O0 O0 O0 1 
6.4.29. |9 «x, 0 O0...0 0 
0 9 æ 0...0 0 
0 O0 9 «...0 0 
| | a Un e «+ Un-1 7 0. 
0 O0 0 0...9 «,_ 
0 0 0 0...0 9 


$ 6.4.] SOUS-ESPACES PRINCIPAUX, FORME DE JORDAN 169 


6.4.31. 12 3 4 5...n+1 


0 0 0 0...2 

6.4.32. ||& Gy is... 
O à An... on 
O0 O «x ...a@,|;, 
0 0 O0 (2 


Gyoag + + An-1,n 0. 


6.4.33. Trouver la base canonique et la forme de Jordan de l’opérateur 
de dérivation dans l’espace des polynômes M. 

6.4.34. Démontrer que si À est un opérateur à bloc unique à valeur 
propre À, 0, alors les opérateurs qui suivent sont, eux aussi, à bloc unique : 
a) l'opérateur 4°; b) l’opérateur 4! pour tout nombre naturel /; c) l’opéra- 
teur 4”. 

6.4.35. Montrer que si À est un opérateur à bloc unique à valeur propre 
0, 4? n’est déjà plus un opérateur à bloc unique (on suppose que la di- 
mension de l’espace est supérieure à 1). 

6.4.36. Démontrer que pour un opérateur à bloc unique 4, le sous- 
espace H,, noyau de l’opérateur (4— ,E), est de dimension k, 0<k=n. 

6.4.37. Démontrer qu’un opérateur à bloc unique À ne possède pas 
de sous-espaces invariants non triviaux distincts des sous-espaces H, 
(cf. problème 6.4.36). 

6.4.38. Soient À et B des opérateurs commutables à bloc unique. Prouver 
que les espaces invariants de ces opérateurs coïincident. 

6.4.39. Démontrer que le polynôme minimal d’un opérateur à bloc 
unique À coïncide avec son polynôme caractéristique. 

6.4.40*. Soit l'indice maximal égal à ? d’un vecteur d’un espace X. Les 
vecteurs x1, ..., X, SOnt linéairement indépendants et leur indice est f; 
de plus, l'intersection de l’enveloppe linéaire des vecteurs x;,, ..., x, et du 
sous-espace H,_, se compose du seul vecteur nul. Démontrer que quel que 
soit le nombre naturel k,0<k<1, les vecteurs (4—À,E)*x, ..., (4—2E)%x, 
sont linéairement indépendants et l'intersection de l’enveloppe linéaire de 
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ces vecteurs avec le sous-espace H,_,_, se compose du seul vecteur nul 
[rappelons que le sous-espace H, est le noyau de l’opérateur (4—À,E)“]. 

6.4.41. Désignons par m, le défaut de l’opérateur (4—À,E)*. Déduire 
du résultat du problème 6.4.40 les inégalités 


n—M;1=M-M1=My My 1) 


où O<k<1, my=0. 

6.4.42*. Démontrer que dans l’énoncé du problème 6.4.40, les séries 
construites à partir des vecteurs x,, ..., x, engendrent dans l’ensemble un 
système linéairement indépendant. 

6.4.43. Montrer que si dans l’énoncé du problème 6.4.40 on respecte 
la condition 7=(n7—m,_.)t (où n est la dimension de l’espace X), 

a) la collection des séries (4—AEY"1x,, ..., (4—2AE)x1, x1, 
ss (A— AE) 1x, ..., (4—ÀE)x,, x, engendrent une base de l’espace X 
(on adopte ici p=n—m,_1); 

b) la matrice de l'opérateur À dans cette base est de la forme quasi 
diagonale suivante : 


J, 0 
Ja 


O  J, 


où chacune des matrices J,, J,, ..., J, est une cellule de Jordan d'ordre t, 
associée au nombre 4,. 

Ainsi, dans le cas considéré la base canonique d’un opérateur À se 
compose de plusieurs séries de longueur maximale, tandis que la forme de 
Jordan, de plusieurs cellules de Jordan de même ordre. 

Construire la base canonique et trouver la forme de Jordan des matrices 
suivantes : 


6.4.44. |1 1-2 O0 6.4.45. || 99 O O 101 
2 1 0 2 0 99 0 
1 O0 1 I O 101 99 () 
0 —1 2 I (0 0 O0 99 
6.4.46. | —3 1 0 O0 O0 O0 
—3 0 1 0 0 0 
—1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0-11 
0 0 0 1 0-3 
O0 O0 O0 O0 1 —3 
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OO ON OO © © 
ON OO © © © 
D © © © © © 


6.4.48. Trouver la base canonique et la forme de Jordan de l’opérateur 
de dérivation seconde dans l’espace des polynômes M, en supposant que 
n=2k—1, k étant un entier. 

6.4.49. L'indice maximal d’un vecteur de l’espace X est s. Les vecteurs 
linéairement indépendants x,, ..., x, sont d'indice f; de plus, l’espace X 
est somme directe des sous-espaces H,_, et de l’enveloppe linéaire tendue 
sur ce système de vecteurs. Démontrer que si les nombres m, (cf. problème 
6.4.41) vérifient l’inégalité 


MM M 1 My 0) 


alors : 


a) les séries construites à partir des vecteurs x, ..., x, n’engendrent 
pas dans l’ensemble de base de #”; 

b) les séries construites à partir des vecteurs (4— AE)x,, ...,(4—/4E)x,, 
n’engendrent pas dans l’ensemble de base du sous-espace H,_,; 

c) si les vecteurs linéairement indépendants x,,41, ..., Xn d'indice 
t— 1 sont tels que l'enveloppe linéaire tendue sur le système de vecteurs 
(4—E)x, ..., (4—E)Xn, Xm+1s +. Xn donne dans la somme directe 
avec le sous-espace H,_, le sous-espace H,_,, les séries construites à partir 
des vecteurs x, ..., Xms Xpi+ls ---s Xn engendrent dans l’ensemble un 
système linéairement indépendant; 


d) les nombres m, satisfont aux relations 
M1 Mio M My 
où O<k<1— 1, mo= 0. 


6.4.50. Trouver la relation entre la dimension n# d’un espace X, l’indice 
maximal ? d’un vecteur et les nombres m,, qui permet de former une base 
de X à partir des séries construites dans le problème 6.4.49, c). Construire 
pour ce cas-là la forme de Jordan de l'opérateur A. 

Construire la base canonique et trouver la forme de Jordan des matrices 
suivantes : 


6.4.51. 4 1 I 6.4.52. |5 1 —1 —-1 
—2 1 —2 1 5 —]1 —1 

1 1 4 1 1 3 —-1 

1 1-1 3 
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6.4.53. |-2 0 3 4 5 6.4.54. | 1 —1 0-1 ol 
0-2 0 6 7 2-2 O—1 O0 
0 0-2 O0 8|. 1 1-1] O o!. 
0 0 0-2 0 2-1 0-2 0! 
0 O0 O0 0—2 2-1 O—1-1| 


6.4.55. Trouver la base canonique et la forme de Jordan de l'opérateur 
de dérivation seconde dans l’espace des polynômes M,, en supposant que 
n=2k, k étant un entier. | 

6.4.56. Montrer que dans le cas général, la base d’un espace peut être 
composée de p, séries de longueur maximale #, de p;—p, séries de longueur 
t— 1, en général, de p,_,,1—pP,_, Séries de longueur k, 0<k<1. Ici 


Pr Mi Mike 
Trouver pour ce cas la forme de Jordan de l’opérateur. 
6.4.57. Déduire du résultat du problème 6.4.56 le corollaire suivant : 
les nombres m, doivent vérifier les inégalités 


MM SM Ms 
pour r=>s. 

6.4.58. Est-ce que dans un espace de dimension 8 peut exister un 
opérateur nilpotent À tel que les nombres r,, où r, désigne le rang de l’opéra- 
teur 44, constituent la suite 6, 4, 3, 1, 0? 

Construire la base canonique et trouver la forme de Jordan des matrices 
suivantes : 


6.4.59. 1 1 1 0 6.4.60. |—3 1 —3 —2 ne 
—1 3 O0 1 0-2 1 O0 o! 
-1 0-1 | 1 0 0 1 1}. 
O —1 —1 1 1 O0 1 O0 1} 
1 O0 1 1 ol 
6.4.61. 3 6 1 1 O0 oO 
0 0 4 0 1 0 
—1-2-3 0 O 1: 
0 0 0 3 6 1 
0 O0 0 0 O0 4 
O O0 O—1 —2 —3 
6.4.62*. |2 O 1 O1 0 
0 2 0 0 O0 0 
0 O0 1 O0 1 0 
0 O0 0 5 o—9| 
2 0 1 0 3 0 
0 O0 O0 1 0-1 
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En appliquant le processus de construction de la base canonique dans 
le sous-espace principal décrit dans la section précédente et la décomposition 
d’un espace en une somme directe des sous-espaces principaux, trouver la 
base canonique et la forme de Jordan des matrices : 


6.4.63. | -2 —1 1 6.4.64. | 3-1 1 
5-1 41. 2 4-2|| 
5 1 2 _2 2 0 
6.4.65. |-4 4 2 6.4.66. || 3 O0 —1 
1 11|. _2 1 1 
_5 4 3 3 —1 —1 
6.4.67. || O0 0-5 3 6.4.68. |-3 4 3 15 
0 0-3 1 1] 1 0 5 
5 3 O0 o| 0 0-3 -3|- 
_3 1 0 0 0 0 2 2 
6.4.69. |-2 4 O0 0 6.4.70. || 4 1 1 1 
1] 2 0 0 1 2-1-1 
_2 4-1 0 6 1-1 1| 
3-6 O1 6-1 4 2 


6.4.71. Les vecteurs de la base canonique d’un opérateur À sont indicés 
dans un ordre inverse. Comment changera la matrice de l’opérateur ? 

6.4.72. En connaissant la forme de Jordan d’un opérateur 4, trouver 
la forme de Jordan de l'opérateur a) 4—À,E; b) A”1. 

6.4.73. Montrer que si /., ...,À, sont des valeurs propres d’un opérateur 
À d’un espace de dimension n (parmi ces nombres il peut y avoir des nombres 
égaux), les valeurs propres du polynôme (4) sont les nombres f(4), ..…. 
se JA). 

6.4.74. Démontrer que tout opérateur d’un espace complexe est somme 
directe des opérateurs à bloc unique. 

6.4.75*. Trouver la forme de Jordan de l'opérateur 4° si l’on connaît 
la forme de Jordan d’un opérateur A. 

6.4.76. Démontrer que tout opérateur d’un espace complexe peut être 
mis sous la forme de la somme d’un opérateur de structure simple et d’un 
opérateur nilpotent. 

6.4.77*. Démontrer que À est un opérateur de réflexion s’il satisfait 
à la condition A°=E et s’il n’est pas scalaire. 

6.4.78. Démontrer qu’un opérateur 4, qui satisfait à la condition 
A*=E pour un k naturel, est un opérateur de structure simple. 

6.4.79*. Démontrer que dans toute forme de Jordan d’un opérateur À, 
le nombre de cellules de Jordan associées à la valeur propre À, est égal au 
défaut m1, de l’opérateur 4— À E. 
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6.4.80*. Démontrer que dans toute forme de Jordan d’un opérateur A 
le nombre de cellules de Jordan d’ordre supérieur ou égal à Kk, associées à la 
valeur propre À, est défini par la formule 


Sex My My 
où m=0 et m, est le défaut de l’opérateur (4—4,E}. 
6.4.81. Déduire du résultat du problème 6.4.80 la relation 
Sr= 2m Mia Mis 
où S, est le nombre de cellules de Jordan d’ordre k associées à la valeur 
propre À- 
Ainsi, la forme de Jordan de tout opérateur est bien définie à disposition 


des cellules de Jordan sur la diagonale près. 
Sans calculer la base canonique trouver la forme de Jordan des matrices : 


6.4.82. 3 1 O0 O0 O 6.4.83. |O 1 O0 O O0 
—2 O0 1 O O 0 0 1 O0 0 
—2 0 0 1 O|. 0 O0 O0 1 o||. 
3 O0 0 O0 1 0 0 O0 O0 1 
—1 0 0 0 0 1 —1 —2 2 I 
6.4.84. |5 0 6 7 9 14 
0 5 0 8 10 15 
0 O0 5 O 11 16 
0 O0 O0 5 12 17 
0 0 0 0 13 18 
0 O0 O0 O0 O0 19 
6.4.85. 2 O0 0 0 0 0 
0 2 0 0 0 0 
1 —-1 —-4 0 0 0 
3 2 1-4 O0 O0 
—2 2 5 7—4 0 
4 3 8 6 0-4 
6.4.86*. 10 0 1 1 O0 0 
1 0-3 0 1 0 
0 1 3 0 O0 1 
0 0 0 0 0 1| 
0 0 0 1 0-3 
0 0 0 0 1 3 
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6.4.87*. |O O 1—1 0 I 
1 O—3 1 —1 —3 
0 1 3 0 1 2 
0 O0 0 0 0 1| 
0 O0 O0 1 0-3 
0 0 0 0 1 3 


6.4.88. Dans l’espace des polynômes M, trouver la forme de Jordan 
de l'opérateur de différences 4,. 

6.4.89. Dans l’espace des polynômes M, trouver la forme de Jordan 
a) de l'opérateur de dérivation troisième; b) de l’opérateur 47, où 4, est 
l'opérateur de différences. 

6.4.90. Montrer que dans chaque classe des matrices semblables il 
y a une forme de Jordan et une seule à permutation des cellules de Jordan 
sur la diagonale près. 

Déterminer si les matrices données 4, B et C sont des matrices sembla- 
bles : 


6.4.91. 3 2 5 59 —63 52 
A*=||-12 8 20, B—|-—147 159 —132|, 
3 —2 —5 —244 263 —219 
59 —63 52 
C=||-147 159 —132||. 
—244 263 —218 
6.4.92. 3“ 1 5 5 —2 
A=|-3 —1 3, B=|-2 -1 11, 
—2-2 4 =) 2 
6 0 8 
C=| 3 2 6. 
9 50 =2 
6.4.93. ES = 12:46 
A=| 3-5 6, B=|-—10 18 —-10|, 
2-2 2 —]2 24 —14 
| 0 6 6 
C=|-2 16 12|. 
4 —28 —20 


6.4.94. Démontrer que toute matrice complexe À est semblable à la 
transposée AT. 
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6.4.95. Que peut-on dire de la forme de Jordan d’une matrice 4, 
si À est semblable à l’inverse 471? 

6.4.96. Démontrer qu’une cellule de Jordan est semblable à la matrice 
de Frobenius de son polynôme caractéristique. 

6.4.97. Démontrer que toute matrice complexe est semblable à une 
matrice quasi diagonale dont toutes les cellules diagonales sont des matrices 
de Frobenius. 

6.4.98*. Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que le poly- 
nôme minimal d’une matrice complexe coïncide avec son polynôme ca- 
ractéristique. 

6.4.99. Soient 2, ..., À, les valeurs propres toutes distinctes d’une 
matrice complexe À d’ordre nXn. Démontrer que la matrice 4 est de struc- 
ture simple si et seulement si le polynôme (1—1,)...(4—2,) est pour A 
un polynôme minimal. 

6.4.100*. Une matrice carrée 4 d’ordre m est de structure simple; 
on connaît la forme de Jordan J de la matrice B d’ordre nXn. Trouver 
la forme de Jordan de la matrice a) AXB; b) AXE,+E,XB. 

Appliquer les résultats obtenus aux opérateurs G;8 et F;g du pro- 
blème 5.6.10. 

6.4.101. Trouver la forme de Jordan de la matrice d'ordre ñn 


1 1 


1 
E 1 


où € est positif et se trouve dans la case (n, 1), les éléments non indiqués 
hors diagonaux étant nuls. 

6.4.102*. Remplaçons dans la forme de Jordan d’une matrice À les 
éléments hors diagonaux égaux à un (s'ils existent) par un nombre arbi- 
traire £#0. Démontrer que la matrice obtenue est égale à la matrice À. 


CHAPITRE 7 


OPÉRATEURS D’UN ESPACE UNITAIRE 


$S 7.0. Terminologie et généralités 


Soient X et Y deux espaces, tous les deux euclidiens ou tous les deux 
unitaires. Considérons un opérateur linéaire À de w,y. L'opérateur li- 
néaire 4* de w,- est dit adjoint par rapport à l'opérateur À si pour tout 
vecteur xE * et tout vecteur yE Y on vérifie l’égalité 


(ax, y)=(x, 4° y). (7.0.1) 


Tout opérateur À possède un opérateur adjoint A4* et un seul. 

Soit À une matrice complexe nX n. La matrice 4* de type nX m est dite 
adjointe par rapport à la matrice À si 

aÿ= a Ji 
pour tous les à, j. 

Dans chaque couple de bases orthonormées des espaces unitaires X et Y 
à l'opérateur adjoint correspond la matrice adjointe et inversement. Dans 
le cas des espaces euclidiens X et Ÿ cette même correspondance s'établit 
entre les opérateurs adjoints et les matrices transposées. 

Considérons maintenant les opérateurs qui agissent dans un espace 
unitaire X. On a le théorème suivant : 

Théorème de Schur. Pour tout opérateur À il existe une base 
orthonormée d’un espace X dans laquelle la matrice de l'opérateur est tri- 
angulaire. 

La notion d’opérateur adjoint permet de dégager plusieurs classes 
importantes d'opérateurs qui agissent dans un espace unitaire X. 

Un opérateur À est dit normal si 


A*A= AA*. (7.0.2) 
Un opérateur U est dit unitaire si 
U*U=UU*=E. (7.0.3) 
Un opérateur H est dit hermitien si 
H*=H. (7.0.4) 


Un opérateur K est dit antihermitien si 
K*=—K. (7.0.5) 
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L'opérateur hermitien H est dit non négatif (défini positif) si pour tout 
vecteur non nul x 
(Hx, x)=0 (=0). (7.0.6) 


On définit de la même façon les matrices normales, unitaires, hermitiennes, 
antihermitiennes, non négatives, définies positives. Dans les deux derniers 
cas, comme d'habitude, les matrices sont identifiées aux opérateurs d’un 
espace arithmétique. 

Les classes des opérateurs ci-dessus vérifient les résultats suivants : 

Un opérateur À est normal si et seulement s’il existe une base ortho- 
normée de vecteurs propres. 

Un opérateur normal À est unitaire si et seulement si toutes ses valeurs 
propres sont égales à l’unité en module. 

Un opérateur normal À est hermitien si et seulement si toutes ses va- 
leurs propres sont réelles. 

Un opérateur hermitien H est non négatif (défini positif) si et seulement 
si toutes ses valeurs propres sont non négatives (positives). 


Tout opérateur 4 de w,, vérifie la représentation 
A=H,;+ik,, (7.0.7) 


où H, et FH, sont des opérateurs hermitiens; cette représentation s’appelle 
décomposition hermitienne. On a 


Hi=3(4+ 4%), Hi=x(A—A*). 


Dans un espace euclidien X les relations (7.0.2) à (7.0.6) font également 
ressortir les classes des opérateurs dits normaux, orthogonaux, symétriques, 
antisymétriques, non négatifs, définis positifs respectivement. Les classes 
de même nom des matrices réelles sont définies de la même façon. 

Les définitions et les résultats qui suivent sont également vrais tant 
pour les espaces unitaires que pour les espaces euclidiens. 

Soit À un opérateur de rang r agissant de X# dans Y. Alors, les valeurs 
propres non nulles des opérateurs 4*4 et A4A* coïncident (compte tenu 
de leurs multiplicités) et sont positives. 

Si n et m sont les dimensions des espaces X et Y respectivement, la 
multiplicité de la valeur propre nulle est n—r pour l’opérateur 4*A et 
m—r pour l'opérateur A4A*. 

Posons s= min (n, m) et désignons par af, ..., «;(a«,=0) les valeurs 
propres communes des opérateurs 4*A et 4A*. Les nombres «;, ..., «, 
s'appellent nombres singuliers de l'opérateur A. 

D'une façon analogue on définit les nombres singuliers d’une matrice. 

Dans tous les cas un opérateur À possède des bases orthonormées 
Ejs cs En Sir - + 5 Îm (Si AEWXx, M=n) telles que : 

1) e&:, .-., e, sont les vecteurs propres de l’opérateur 4*A; 

2) f1, ..., f, Sont les vecteurs propres de l’opérateur 44*; 
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3) sie,, ...,e,etf,, ..., f, correspondent aux nombres non nuls «?, ... 

...) &, ON 4 

f=z 4e, i=l...,r. 
Chaque couple de bases e;, ..., e, et f1, ..., fn possédant les propriétés 
indiquées s’appelle couple de bases singulières d’un opérateur À. 

Tout opérateur À qui agit dans un espace X donne lieu à une représen- 
tation sous la forme d’un produit des opérateurs non négatif et unitaire 
(orthogonal) 

A= HU, (7.0.8) 


appelée décomposition polaire de À. 
Soient À un opérateur de w,y, b le vecteur fixé de l’espace Y. Con- 
sidérons l'égalité 
Ax=b (7.0.9) 


comme une équation permettant de déterminer les vecteurs x de X. Cette 
équation est compatible si et seulement si bET,. Dans ce cas, les solutions 
de (7.0.9) sont fournies par toutes les images réciproques du vecteur b. 
Mais si b&T,, alors, dans ce cas-là aussi, il est raisonnable de chercher 
des vecteurs x tels que le vecteur 


y=b— Ax 


soit de longueur minimale au possible. Tout vecteur x de ce type s’appelle 
pseudo-solution de l'équation (7.0.9). La pseudo-solution dont la longueur 
est la plus petite s’appelle pseudo-solution normale de l'équation (7.0.9). 
Elle existe toujours et est unique. 

En considérant l'équation (7.0.9) pour tous les vecteurs b de Y et en 
faisant correspondre à chaque vecteur b la pseudo-solution normale de 
l'équation correspondante, on obtient un opérateur linéaire de Y dans X 
qu’on appelle pseudo-inverse de l’opérateur À et qu’on note 4*. 

Une forme quadratique F de n variables réelles x,, ..., x, est une fonction 
de la forme 


FES Sax, 7.0.10 
2 P2 XX] ( ) 


où a,,sont des nombres réels et où on peut adopter a,=a,,. 

Si l’on compose une matrice symétrique À des coefficients a,, (appelée 
matrice de la forme quadratique) et un vecteur colonne x de variables x,, ... 
... Xh, la définition d’une forme quadratique peut s’écrire 


F=(Ax, x). (7.0.11) 


Le produit scalaire est défini ici par la règle usuelle (7.1.4). On appelle rang 
d’une forme quadratique F le rang de sa matrice A. 


En remplaçant les variables 
x= Py, (7.0.12) 


12° 
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la forme F devient une forme quadratique de nouvelles variables y, ...,p,, 
la matrice B de cette forme étant associée à la matrice À par la relation 


B= PTAP. (7.0.13) 


La transformation des variables (7.0.12) est dite non dégénérée si la 
matrice P est non dégénérée. Dans les transformations non dégénérées 
des variables le rang d’une matrice quadratique ne change pas. 

Une transformation non dégénérée peut réduire toute forme quadratique 
F de rang r à la forme 


F=dyi+2)ys+ ...+27}, (7.0.14) 


appelée forme canonique de la forme F. Ici À,, À, ..., À, sont différents 
de zéro. 

La notation canonique de la forme quadratique donnée n'est pas bien 
définie en général. Notamment, on peut toujours obtenir que les coefficients 
non nuls de la forme canonique valent 1 ou —1. Cette forme canonique 
est dite normale. Bien que la forme canonique est non univoque, elle vérifie 
la proposition suivante : 

Loi d'inertie des formes quadratiques. Le nombre de coefficients positifs 
et le nombre de coefficients négatifs parmi les coefficients À,, ..., À, est 
le même pour toute forme canonique à laquelle peut être réduite une forme 
quadratique donnée par une transformation non dégénérée des variables. 

Ces nombres s’appellent indice d'inertie positif et indice d'inertie négatif 
respectivement, et la différence entre ces indices s’appelle signature de 
la forme quadratique. 

Notons que toute forme quadratique peut être ramenée à la forme 
canonique par une transformation orthogonale des variables (c’est-à-dire, 
par une transformation à matrice orthogonale des coefficients). A cet effet, 
1] suffit de prendre comme P dans la formule (7.0.12) la matrice orthogonale 
dont les colonnes sont les vecteurs propres de la matrice 4. Les coefficients 
de la forme canonique obtenue fournissent alors les valeurs propres de A. 

La forme quadratique (7.0.11) est dite définie positive si 


(Ax, x)=0 
pour xÆ0. La forme normale d’une forme définie positive F s’écrit 
F=yi+yi+ ...+yi. (7.0.15) 


Deux formes quadratiques F et G de mêmes variables peuvent être 
réduites à la forme canonique par une seule transformation si au moins 
l’une des formes (par exemple F) est définie positive. Dans ce cas on pro- 
cède d’abord à la transformation x=Py qui ramène F à la forme normale 
(7.0.15). G se transforme alors en une certaine forme des variables y,, ... 
-.s Yn. À la deuxième étape on réalise la transformation orthogonale 
y=@Qz qui réduit G à la forme canonique; F conserve sa forme normale 
et devient 
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Notons à titre de conclusion que la notation e/* utilisée dans ce chapitre 
doit être entendue comme une abréviation du nombre complexe z= cos y+ 
+ i sin y. 

$ 7.1. Opérateur adjoint; matrice adjointe 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans le présent paragraphe nous examinons 
les questions suivantes : 


Définition et propriétés algébriques des opérateurs adjoints et des matrices adjointes. 

Exemples des opérateurs adjoints. 

Correspondance entre les opérateurs adjoints et les matrices adjointes qui a lieu 
dans les bases orthonormées d’un espace. 

La relation entre les caractéristiques géométriques d’un opérateur 4 et de l’opérateur 
A* telles que le noyau, l’image, les valeurs propres, etc. 

Nous insistons partout sur le fait que la propriété de deux opérateurs d’être adjoints 
dépend du procédé par lequel un produit scalaire est introduit dans l'espace vectoriel. 


7.1.1. Déduire de la définition d’un opérateur adjoint les propriétés 
suivantes : 


a) (4*)*= 4; 

b) (4+B)*= 4*+ B*: 

c) 0*=0; 

d) (xA4)*= xA*; 

e) (4B)*=B*A"; 

f) E*=E; 

g) si un opérateur À est non dégénéré, on a (471)*=(4*)"1; 

h) (47)*=(4*}ÿ" pour tout m entier non négatif; 

i) si un opérateur À est non dégénéré, la propriété h) a lieu pour tout m 
entier; 

j) si f(9=4a+at+...+a,t" est un polynôme arbitraire on a 


L(4)}*= 7 (4*), 
où f()= A+ &t+...+an. 

7.1.2. Démontrer que les propriétés énoncées dans le problème précédent 
sont respectées également pour les matrices adjointes. 

7.1.3. Montrer que pour un opérateur nilpotent À d'indice de nil- 
potence g l’opérateur adjoint 4* est également nilpotent et possède le même 
indice de nilpotence. 

7.1.4. Montrer que si les opérateurs 4 et B sont commutables, les 
opérateurs adjoints 4* et B* le sont aussi. 

7.1.5. Dans les espaces unitaires (euclidiens) X et } fixés on a certaines 


bases e;, ...,e, et 41, ..., 4n respectivement. Supposons que les opérateurs 
linéaires À et B vérifient les relations 


(Ae,, g;)=(e:, Bq)), 1= 1, ss SU; 
J=1,...,m. 


Démontrer que dans ce cas 4*= B. 
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7.1.6. Soit e,, ..., e, une base orthogonale (mais non pas orthonormée) 
d’un espace X. Trouver dans cette base la relation entre les matrices de 
l'opérateur À de w,, et de l’opérateur adjoint 4*. 

7.1.7. Supposons que dans une certaine base e,, ..., e, d’un espace 
unitaire (euclidien) #, la matrice de l’opérateur 4 est 4,. Démontrer que 
dans la base j,, ..., f. biorthogonale à e,, ..., e, la matrice de l'opérateur 
adjoint À* est (4,)*. 

7.1.8. Supposons qu’un opérateur À agisse dans un espace unitaire 
(euclidien) unidimensionnel. En quoi consiste la transformation 4* adjointe 
par rapport à A? 

7.1.9. Trouver l’opérateur adjoint pour effectuer la rotation d’un plan 
euclidien d’un angle «. 

7.1.10*. Trouver l'opérateur adjoint d’un opérateur de l’espace euclidien 
tridimensionnel Ax=[x, a], a étant un vecteur fixé. 

7.1.11. Dans l’espace des polynômes M, on donne le produit scalaire 


(7, 8)= Gbo+ Gb1+ Gba (7.1.1) 
où f(N=a4+at+ar, g()=b,+bt+b,f". Trouver les matrices de l’opé 


rateur de dérivation À et de son adjoint 4* dans la base a) 1, f, *; b) - — 

Li pi rap 321 
-5hP-1,SÉ+560) 1,13 ;: 
7.1.12. Le produit scalaire 


G, 8)=f(— Det D+ /(0)s0)+/(De(), (7.1.2) 


est introduit dans l’espace M,. Trouver la matrice de l’adjoint de l’opérateur 
de dérivation dans chacune des bases du problème 7.1.11. Comparer 
les matrices obtenues avec les matrices correspondantes de 7.1.11. 

7.1.13. Le produit scalaire 


(J,8= | O8 à (7.1.3) 


est introduit dans l’espace M,. Trouver la matrice de l’adjoint de l'opérateur 
de dérivation dans chacune des bases du problème 7.1.11. 

7.1.14. Dans un espace arithmétique de dimension n dont les éléments 
sont des vecteurs colonnes on introduit le produit scalaire naturel 


(x, y)=aB+...+a B,. (7.1.4) 
Ici 
œ || Bi 
x=||: |, y=|: 
€ BP; 


(dans le cas réel le signe de la conjugaison complexe est omis). 

Montrer que si les matrices nXn sont identifiées avec les opérateurs 
de cet espace au sens du problème 5.6.7, l’opérateur adjoint de la matrice 
A est 
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a) au cas de l’espace réel R,, la matrice transposée 47; 
b) au cas de l’espace complexe C,, la matrice adjointe 4*. 
7.1.15. Démontrer que dans le cas du produit kroneckerien A4XB 
la matrice adjointe est de la forme 4* X B*. 
7.1.16. Démontrer que, si À est une matrice carrée, les matrices associées 
vérifient la relation 
(A*),= (4). 


7.1.17. Désignons par Ryxn et Crxn les espaces des matrices réelles 
et complexes respectivement, dans lesquelles le produit scalaire est donné 
par la formule 


AB Z ay (7.1.5) 


(dans le cas réel le signe de la conjugaison complexe est omis). 

Montrer que 

(4, B)=tr (B*A)=tr (4B*). (7.1.6) 

7.1.18. Montrer que dans les espaces Ryxn et Cnxn les adjoints des 
opérateurs Gag et F4 du problème 5.6.10. sont les opérateurs Gyege et 
F A° B*: 

7.1.19. Soient À,, ..., À, les matrices nXn réelles fixes. Considérons 
l'opérateur À suivant de R, dans R,xn: 


& 


x=|l: | 4x=o4,+...+a.4,. 
Xn 


Le produit scalaire de R, est donné d’après (7.1.4). Montrer que l’adjoint 
de À est l’opérateur 


Ba 
B—y=|: |, B=tr(BTA)=tr(AIB), i=1,...,n. 
n 


Etendre ce résultat au cas complexe. 
7.1.20. Montrer que toute fonctionnelle linéaire f(x) d’un espace 
unitaire (euclidien) X peut s’écrire comme un produit scalaire 


JG)=(x S), 

où f est le vecteur fixé (pour la fonctionnelle donnée) de l’espace. 

7.1.21. Montrer que l’adjoint d’un opérateur de projection est encore 
un opérateur de projection. 

7.1.22. Montrer que l’adjoint d’un opérateur de réflexion est encore 
un opérateur de réflexion. 

7.1.23. Montrer que le rang de l'opérateur adjoint 4* est égal au rang 
de l'opérateur A. 

7.1.24. Prouver que le noyau de l’opérateur 4* coïncide avec le sup- 
plémentaire orthogonal de l’image de l’opérateur A. 
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7.1.25. Dans un espace euclidien tridimensionnel on a fixé le système 
de coordonnées cartésien Oxyz. Soit À l’opérateur de projection sur le plan 
de coordonnées Uxy parallèle à la droite, donnée par les équations x=y=z. 
Trouver l’opérateur adjoint A*. 

7.1.26. Trouver le noyau et l’image de l’opérateur de l’espace A, 
adjoint de l'opérateur de dérivation, si le produit scalaire est introduit 
dans M, par la formule a) (7.1.1); b) (7.1.2); c) (7.1.3). 

7.1.27. Démontrer le rhéorème de Fredholm : pour qu’un système 
non homogène d’équations linéaires Ax=b soit compatible, il faut et il 
suffit que le vecteur colonne b soit orthogonal à toutes les solutions du 
système homogène adjoint 4*y=0 (comparez à 4.5.3). 

7.1.28. Démontrer l'alternance de Fredholm suivante : ou bien le sys- 
tème d’équations Ax=b est compatible quel que soit le second membre b, 
ou bien le système adjoint homogène 4*y=0 admet des solutions non nulles. 

7.1.29. Démontrer que le noyau de l’opérateur A*A coïncide avec 
le noyau de l'opérateur À. 

7.1.30. Prouver que l'image de l'opérateur 4*A coïncide avec l'image 
de l'opérateur A*. 

7.1.31. Soient les opérateurs À et B tels que B*A4=0. Démontrer 
que les images de ces opérateurs sont des sous-espaces orthogonaux. 

7.1.32*. Démontrer que si AB*=0 et B*A=0, le rang de l’opérateur 
A+B est égal à la somme des rangs des opérateurs 4 et B. En outre, le 
noyau de l’opérateur 4+B est l’intersection des noyaux des opérateurs 
A et B. 

7.1.33. Démontrer que si le sous-espace L d’un espace unitaire (euclidien) 
est invariant par rapport à un opérateur 4, son supplémentaire orthogonal 
L+ est invariant par rapport à l’opérateur adjoint 4*. 

7.1.34*. Dans l’espace M, des polynômes de degré =n le produit 
scalaire est donné par la formule 


(f, 8)= Z'abr CAT 


où f(f)=a+at+...+arf"; g(n=b+bit+...+b". Décrire tous les 
sous-espaces invariants de l’adjoint de l’opérateur de dérivation. 
7.1.35. Le produit scalaire est introduit dans M, par la formule 


U,9= 2 UE. (7.1.8) 


Trouver le sous-espace invariant de dimension n de l’adjoint de l’opérateur 
de dérivation. 

7.1.36. Même question pour le cas du produit scalaire défini dans M, 
par la formule 


1 
La= | Os à. (7.1.9) 


1 
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7.1.37. Démontrer que dans un espace unitaire de dimension » tout 
opérateur possède a) un sous-espace invariant de dimension 7—1: b) un 
sous-espace invariant de dimension k, O<k-<n (comparer avec 6.3.9 et 
6.3.36). 

7.1.38. Démontrer le théorème de Schur suivant : pour tout opérateur À 
qui agit dans un espace unitaire 1] existe une base orthonormée où la matrice 
d’un opérateur À est triangulaire (comparer avec 6.3.36). 

7.1.39. Trouver la base de Schur de l’opérateur de dérivation dans 
l’espace M., si le produit scalaire est introduit dans cet espace par la for- 
mule a) (7.1.1); b) (7.1.2); c) (7.1.3). 

7.1.40*. Démontrer que les opérateurs commutables À et B qui agissent 
dans un espace unitaire admettent une base de Schur commune, où les 
matrices de ces opérateurs sont de même forme triangulaire. 

7.1.41. Trouver la relation entre les valeurs propres d’un opérateur 4 
qui agit dans un espace unitaire et les valeurs propres de son adjoint A*. 

7.1.42. Soit x le vecteur propre des opérateurs adjoints 4 et 4*. Dé- 
montrer que les valeurs propres À et u des opérateurs À et 4*, associées 
au vecteur x, sont des nombres conjugués. 

7.1.43. Soit x le vecteur propre d’un opérateur À, associé à la valeur 
propre ?, y le vecteur propre de l’opérateur 4*, associé à la valeur propre u; 
de plus, ur À Démontrer que les vecteurs x et y sont orthogonaux. 

7.1.44*. Soient K, et K? des sous-espaces principaux des opérateurs À 
et AÀ* associés aux valeurs propres À et y respectivement; de plus. u =. 
Démontrer que les sous-espaces K, et KŸ sont orthogonaux. 

7.1.45. Quelle est la relation entre les formes de Jordan des opérateurs 
adjoints 4 et 4*? 

7.1.46. Dans l’espace des polynômes M, muni du produit scalaire 
(7.1.1) trouver les bases canoniques de Jordan d'un opérateur de dérivation 
et de son adjoint. 

7.1.47*. Démontrer que la base de Schur d’un opérateur À est définie 
non univoque. Plus précisément, pour toute disposition donnée à l'avance 
des valeurs propres À,, ..., À, d’un opérateur À, il existe une base ortho- 
normée de l’espace unitaire telle que la matrice de cet opérateur soit tri- 
angulaire supérieure (resp. inférieure); en outre, les valeurs propres 4, se 
succèdent sur la diagonale principale dans l’ordre indiqué. 


$ 7.2. Opérateurs normaux et matrices normales 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans ce qui suit nous discutons de diverses 
propriétés des opérateurs normaux et des matrices normales. Parmi ces propriétés les 
plus importantes sont, certainement, l'existence dans de tels opérateurs et matrices d’une 
base orthonormée composée de vecteurs propres, ce qui fait l’objet d’une grande partie 
des problèmes. Nous avons tenu encore à illustrer le fait important suivant : parmi tous 
les opérateurs de structure simple, les opérateurs normaux se distinguent par leur rapport 
au produit scalaire donné dans l’espace; plus précisément, leur base de vecteurs propres 
n'est pas arbitraire mais orthogonale. Mais si dans ce même espace vectoriel on change 
le produit scalaire, les opérateurs auparavant normaux cessent de l'être en général et 
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un autre sous-ensemble des opérateurs de structure simple devient classe d'opérateurs 
normaux. 


7.2.1. Montrer que tout opérateur scalaire d’un espace unitaire (eucli- 
dien) est un opérateur normal. 

7.2.2. Montrer que si À est un opérateur normal, les opérateurs sui- 
vants sont encore normaux : 

a) «A pour tout nombre «; 

b) A* pour tout k naturel; 

c) f (A) pour tout polynôme /(f); 

d) AÀ”l si À est non dégénéré; 

e) A*. 

7.2.3. Donner des exemples qui montrent que dans le cas général la 
somme 4+8B et le produit 4B des opérateurs normaux À et B ne sont 
déjà plus des opérateurs normaux. 

7.2.4. Montrer que, dans toute base orthonormée de l’espace, la matrice 
d’un opérateur normal est encore normale. Inversement, toute matrice 
normale donne dans une telle base un opérateur normal. 

7.2.5. Donner des exemples qui montrent que dans une base non 
orthogonale la matrice d’un opérateur normal a) peut ne pas être normale; 
b) peut être normale. 

7.2.6. Montrer que tout opérateur normal qui agit dans un espace 
unitaire (euclidien) est un opérateur normal. 

7.2.7. Montrer qu’un opérateur de rotation d’un espace euclidien est 
un opérateur normal. 

7.2.8. Montrer qu’un opérateur d’un espace euclidien tridimensionnel 
Ax=1{x, a] est un opérateur normal. 

7.2.9. Montrer que dans l’espace des polynômes M, à produit scalaire 
(7.1.7) les opérateurs suivants sont des opérateurs normaux : 


a) f()—-f(— 2); 
or f(+) 


7.2.10. Démontrer que toute matrice circulante est une matrice nor- 
male. 

7.2.11. Soit 4A=B+iC une matrice normale complexe d’ordre n. 
Démontrer que la matrice D réelle d’ordre 2n 


B —C 
p=[® . (7.2.1) 


est encore une matrice normale. 

7.2.12. Démontrer que si les lignes et les colonnes d’une matrice nor- 
male sont considérées comme des vecteurs d’un espace arithmétique muni 
du produit scalaire naturel (7.1.4), alors 

a) la longueur de la i-ième ligne est égale à la longueur de la i-ième 
colonne; 

b) le produit scalaire des i-ième et j-ième lignes est égal au produit 
scalaire des j-ième et i-ième colonnes (dans l’ordre indiqué). 
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7.2.13. Démontrer qu’une matrice normale quasi triangulaire est de 
rigueur une matrice quasi diagonale. 

7.2.14. Prouver que si À est une matrice normale, la matrice associée A : 
est normale elle aussi. 

7.2.15. Démontrer que la somme des carrés des modules de tous 
les mineurs d’ordre k choisis parmi les lignes d’une matrice normale A 
d'indices i,, ..., i, est égale à la somme analogue des colonnes de mêmes 
indices. 

7.2.16. Démontrer que le produit kroneckerien des matrices normales 
A et B dont l’ordre peut être distinct est encore une matrice normale. 

7.2.17. Soient À et B des matrices normales nXn. Démontrer que 
les opérateurs Gas et Fan (cf. 5.6.10) sont des opérateurs normaux de 
l’espace Ch xn(Ranxn)- 

7.2.18. Démontrer que si À est un opérateur normal, tout vecteur x 
vérifie l'égalité 

[Ax| = | A4*x]. (7.2.2) 


7.2.19. Prouver que le noyau d’un opérateur normal est un supplé- 
mentaire orthogonal de son image. 

7.2.20*. Démontrer la proposition suivante : pour qu’un opérateur A4 
d'un espace unitaire soit normal il faut et il suffit que pour tout nombre À 
l’image et le noyau de l’opérateur 4— ÀE soient orthogonaux. Une proposi- 
tion analogue relative à un espace euclidien est-elle vraie? 

7.2.21. Démontrer qu’un opérateur de projection P est normal si et 
seulement si son image et son noyau sont orthogonaux. P s’appelle alors 
opérateur de projection orthogonale. 

7.2.22. Soient 4 et B des opérateurs normaux et 4AB=0. En résulte-t-1l 
que BA=07? 

7.2.23. Prouver que tout vecteur propre d’un opérateur normal À 
est aussi un vecteur propre de l’adjoint A*. 

7.2.24*. Démontrer la réciproque de 7.2.23 : si tout vecteur propre 
d’un opérateur À d’un espace unitaire est aussi un vecteur propre de l'ad- 
joint A*, l'opérateur À est normal. 

7.2.25*. Prouver que tout sous-espace invariant d’un opérateur normal 
A est invariant par rapport à A*. 

7.2.26. Montrer qu’un opérateur induit par un opérateur normal 
sur un espace invariant arbitraire est encore un opérateur normal. 

7.2.27. Montrer que les sous-espaces propres d’un opérateur normal 
sont orthogonaux deux à deux. 

7.2.28. Montrer qu’un opérateur de réflexion R dans Z, parallèlement 
à L, est normal si et seulement si les sous-espaces L, et L, sont ortho- 
gonaux. Dans ce cas R s'appelle opérateur de réflexion orthogonale. 

7.2.29. Un opérateur orthogonal peut-il avoir une base non orthogonale 
composée de vecteurs propres ? 

Vérifier que les matrices ci-dessous sont des matrices normales et trouver 
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pour chacune d'elles la base orthonormée [au sens de (7.1.4)] de vecteurs 
propres : 


7.2.30. | 


1 à | 7.231. 


0 2 1 
Î ] —2 0O—-2|. 
J 2 0 


7.2.32*. |2—i —1 0 | 


0 1 2—;i 

7.2.33. 1 1 1 1 
1 1 —1 —1 

—1] 1 —1 1 

—] 1 1-1 


7.2.34. Peut-on introduire un produit scalaire dans l’espace des poly- 
nômes M, (n= 1) de façon que l’opérateur de dérivation soit un opérateur 
normal? 

7.235. Dans l’espace des polynômes M, (n= 1) on considère l’opérateur 
f(-f(t+ a), où a est un nombre fixé. Peut-on donner un produit scalaire 
dans M, de façon que cet opérateur soit normal? 

7.2.36. Soit X un espace vectoriel arbitraire. Prouver que quel que soit 
l'opérateur À de structure simple de X, on peut donner dans X un produit 
scalaire de façon que À soit un opérateur normal. 

7.2.37*. Dans une base naturelle la matrice d’un opérateur À de l’espace 
arithmétique R, est 
] 


1 1! 
0 O0 ] 
0 0 


Introduire un produit scalaire dans R, de façon que À soit un opérateur 
normal. 

7.2.38*. Démontrer que À est un opérateur normal si et seulement 
si l’adjoint A* est représenté par un polynôme de 4. 

7.2.39. Soit À un opérateur normal et supposons qu’il commute avec 
un certain opérateur B. Prouver que a) 4* commute avec B: b) 4 commute 
avec B*. 

7.2.40. Démontrer que les opérateurs normaux commutables 4 et B 
possèdent une base orthonormée commune de vecteurs propres. 

Vérifier si les matrices À et B ci-dessous sont normales et commutables 
et construire sur ces matrices la base orthonormée commune de leurs vec- 
teurs propres : 

7.2.41. 
, B=|-1 O0 1 


O 1 I 
A=|1 0 ] 
1 1 0 1 — 1 
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1+Si —1+i  1-i 
7.2.42. 2 2-1] Fe ;. Se 
_ ui — 1 

— | 2 Ai —1+i 145 

6 3 6 


7.2.43. Démontrer que, dans l'énoncé du problème 7.2.40, les opéra- 
teurs A+ B, AB et BA, aussi bien que les opérateurs À et B, sont normaux. 

7.2.44*, Démontrer la réciproque partielle suivante de la proposition 
7.2.43 : si À, B et AB sont des opérateurs normaux et si au moins l’un 
des opérateurs À ou B possède non seulement des valeurs propres simples, 
mais aussi des valeurs propres distinctes en module, alors À et B sont des 
opérateurs commutables. 

7.2.45*. Démontrer la proposition suivante qui renforce 7.2.44 : soient 
A, B et AB des opérateurs normaux et supposons qu’au moins l’un des 
opérateurs 4 ou B ne possède pas de valeurs propres distinctes de même 
module. Alors, À et B sont commutables. 

7.2.46. Donner un exemple d’opérateurs normaux 4 et B tels que 
les opérateurs AB et BA soient normaux et distincts. 

7.2.47. On appelle rayon spectral o(A) d’un opérateur À le module 
maximal de ses valeurs propres 1,, ..., À, : 


e(4)= max LE 


Démontrer la caractéristique extrémale suivante du rayon spectral de l’opé- 
rateur normal À : 
[C4x, x) 

(x, x) 


o(A)= max 
xwm0 


Que peut-on dire des vecteurs pour lesquels on obtient ce maximum? 
7.2.48. Démontrer que l’estimation 


n 
2 d; 
1, Ji 


du rayon spectral d’une matrice normale À d’ordre nX n est vraie. 


7.2.49. Démontrer que le rayon spectral d’un opérateur normal À 
vérifie la formule 


e(4)=2 


o(4)= max x 


[xt 


Tout vecteur x qui réalise ce nn est-1l vecteur propre de l’opérateur 4? 

7.2.50*. Soient R un espace euclidien, C l’espace unitaire obtenu de R 
par complexification (cf. 2.5.14). Montrer que la correspondance entre 
les opérateurs À de R et les opérateurs À de C (cf. 5.1.52) : 

a) à l'opérateur adjoint 4* associe l’opérateur adjoint A: 

b) à l’opérateur normal À associe l'opérateur normal À. 
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En utilisant b) montrer que si À est une valeur propre de l’opérateur 
normal 4, la multiplicité géométrique de ce dernier coïncide avec sa multi- 
plicité algébrique. 


$ 7.3. Opérateurs et matrices unitaires 


Présentation des problèmes du paragraphe. La première partie du paragraphe est 
consacrée aux opérateurs unitaires. Parmi leurs propriétés nous mettons surtout l'accent 
sur les deux suivantes : caractéristique spectrale (un opérateur unitaire est un opérateur 
normal dont toutes les valeurs propres sont égales à l'unité en module) et conservation 
du produit scalaire. 

Dans la seconde partie du paragraphe nous traitons des matrices unitaires. Après 
avoir discuté leurs propriétés formelles, nous introduisons la notion de similitude unitaire 
des matrices et formulons les analogues matriciels de plusieurs propositions déjà connues 
sur les opérateurs. Enfin, nous donnons des applications numériques importantes de 
certaines matrices unitaires de forme spéciale. 


7.3.1. Montrer que l’ensemble des opérateurs unitaires de w,, forme 
un groupe multiplicatif. 

7.3.2. Montrer que dans le cas général la somme des opérateurs uni- 
taires n’est déjà plus un opérateur unitaire. 

7.3.3. Montrer que le produit d’un opérateur unitaire par un nombre 
« est un opérateur unitaire si et seulement si |x|=1. 

7.3.4. Décrire tous les opérateurs unitaires d’un espace unidimensionnel. 

7.3.5. Montrer qu’un opérateur de rotation d’un plan euclidien est 
un opérateur orthogonal. 

7.3.6. Un opérateur de l’espace euclidien tridimensionnel Ax=[x, a] 
est-il orthogonal? 

7.3.7. Montrer que les opérateurs du problème 7.2.9 sont orthogonaux. 

7.3.8. Soit dans l’espace M, (næ1) le produit scalaire donné par la 
formule (7.1.9). Dans un tel espace euclidien les opérateurs du problème 
7.2.9 sont-ils orthogonaux? 

7.3.9. Soit À un opérateur normal de l’espace unitaire tridimensionnel. 
Démontrer que si les vecteurs propres À, À, À, de cet opérateur considérés 
comme des points d’un plan complexe ne sont pas alignés, À peut être 
mis sous la forme A=4aE+ oU, 


où U est un opérateur unitaire, a un nombre complexe, p=0. 

7.3.10. Un opérateur de projection peut-il être unitaire ? 

7.3.11. Montrer qu’un opérateur de réflexion orthogonale est un opé- 
rateur unitaire. | 

7.3.12. Montrer que les opérateurs du problème 7.2.9 sont des opéra- 
teurs de réflexion orthogonale. Trouver les sous-espaces propres de chacun 
d’eux. 

7.3.13*. Dans la base 1, r, f° de l’espace M, la matrice de l’opérateur 4 


EL 3 —2 -2 
2 —] —2 
2-2] 
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Montrer que À est un opérateur de réflexion. Introduire dans M, un produit 
scalaire de façon que À soit un opérateur orthogonal. 

7.3.14. Prouver que l’opérateur normal 4 qui satisfait à la condition 
A*=E pour un entier kÆ0 est un opérateur unitaire. 

7.3.15. Démontrer que le déterminant d’un opérateur unitaire est égal 
à l’unité en module. 

7.3.16*. Un opérateur orthogonal Q de l’espace des polynômes M, 
muni du produit scalaire (7.1.1) transforme les polynômes 1+1+f et 
1—#en —1—1+1 et 1—1t respectivement. Le déterminant de cet opérateur 
est — 1. Trouver sa matrice dans la base 1, r, f. 


7.3.17. Démontrer que, si U est un opérateur unitaire, 
(Ux, Uy)=(x, y), 


quels que soient les vecteurs x et y, c’est-à-dire un opérateur unitaire con- 
serve le produit scalaire. Inversement, si un opérateur linéaire U conserve 
le produit scalaire de deux vecteurs quelconques, U est alors un opérateur 
unitaire. 

7.3.18. Un opérateur de l’espace arithmétique R, muni du produit 
scalaire (7.1.4) transforme les vecteurs x,=(2, 2, 2, 2); x:=(2, 0, 2, 2); 
Xs= (2, 2, 0, 2); X4= (2, 2, 2, 0) en vecteurs Y1=(4, 0, 0, 0); Ya (3, Se 1, 1, 1); 
Ys=(3, 1, —1, 1); y,=(3, 1, 1, —1) respectivement. Cet opérateur sera-t-il 
un opérateur orthogonal? 

7.3.19. Démontrer que pour qu’un opérateur linéaire d’un espace X 
soit unitaire il suffit qu’il conserve les produits scalaires des vecteurs d’une 
base de l’espace X. En particulier, un opérateur est unitaire s’il transforme 
une base orthonormée encore en une base orthonormée. 

7.3.20*. Démontrer que pour qu’un opérateur linéaire U d’un espace 
X soit unitaire il suffit que U conserve les longueurs de tous les vecteurs 
de À. 

7.3.21*. Démontrer qu’un opérateur linéaire qui conserve l’ortho- 
gonalité de deux vecteurs quelconques ne se distingue que par un facteur 
numérique d’un certain opérateur unitaire. 

7.3.22. Prouver que la condition d’unitarité d’une matrice U équivaut 
à ce que les colonnes (resp. lignes) de U envisagées comme des vecteurs 
d’un espace arithmétique à produit scalaire (7.1.4) forment une base ortho- 
normée de cet espace. 

7.3.23. Démontrer que toute matrice des permutations est une matrice 
unitaire. 

7.3.24. Démontrer que chaque élément d’une matrice unitaire est égal 
en module à son mineur complémentaire. 

7.3.25. Soit U=P+iQ une matrice unitaire complexe d’ordre n. Dé- 
montrer que la matrice réelle d'ordre 2n 


_||P —-Q 
P=lo 2] 


est orthogonale. 
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7.3.26. Démontrer que si U est une matrice unitaire, son associée U, 
est encore une matrice unitaire. 

7.3.27. Démontrer que la somme des carrés des modules de tous les 
mineurs d’ordre k choisis parmi k lignes (resp. colonnes) arbitraires d’une 
matrice unitaire est égale à un. 

7.3.28. Supposons que le mineur principal directeur d’ordre 4 d’une 
matrice unitaire U soit égal à l’unité en module. Démontrer que dans ce 
cas U est de la forme quasi diagonale 


U= 


0 U» 
où l’,, est un bloc d’ordre k. 


7.3.29. Démontrer que le produit kroneckerien des matrices unitaires 
U et V dont l’ordre peut être distinct est encore une matrice unitaire. 

7.3.30. Soient U et V des matrices unitaires d’ordre nX n. Montrer que 

a) l'opérateur Gyy (cf. 5.6.10) est unitaire; 

b) l’opérateur Fyy n’est pas unitaire en général. 

7.3.31. Montrer que, pour un couple de bases orthonormées d'un 
espace unitaire, la matrice de passage est une matrice unitaire. 

7.3.32. Les matrices À et B sont dites unitairement semblables s’il 
existe une matrice unitaire U telle que B=U”1AU. Montrer que la relation 
de similitude unitaire sur l’ensemble des matrices carrées d’ordre 7 donné 
est réflexive, symétrique et transitive. 

7.3.33. Démontrer que toute matrice complexe est unitairement sem- 
blable à une matrice triangulaire. 

7.3.34. Démontrer qu’une matrice triangulaire supérieure est unitaire- 
ment semblable à une certaine matrice triangulaire inférieure. 

7.3.35. Montrer que dans une transformation unitairement semblable 
une matrice normale se transforme en une matrice normale. 

7.3.36. Montrer qu’une matrice complexe normale est unitairement 
semblable à une matrice diagonale. 

7.3.37. Trouver la condition dont l’observation rend unitaire la matrice 
de la forme 


1 
i-1ème ligne . pre ... —sin pre" 
+, (7.3.1) 
j-ième ligne sin gels ... cos p-elvs 


1 
(les éléments hors diagonaux non indiqués sont nuls). La matrice unitaire 


obtenue s'appelle matrice unitaire élémentaire: dans ce qui suit elle est 
notée T. 
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7.3.38. Soit À une matrice carrée d’ordre n (n=2). Choisir la matrice 
unitaire élémentaire T, telle que dans la matrice B=T;, A l'élément (j, à) 
soit nul. On peut aussi poser (cf. 7.3.37) que y, =y,=0. 

7.3.39. Comment choisir pour la matrice donnée À d'ordre n la suite 
des matrices unitaires élémentaires T1), T(), ... telle que dans le produit 
TT A tous les éléments sous-diagonaux de la première colonne soient 
nuls ? 

7.3.40*. En se basant sur 7.3.38 et 7.3.39 construire la méthode de dé- 
composition d’une matrice carrée en un produit des matrices unitaire et 
triangulaire supérieure. 

7.3.41. Démontrer que toute matrice unitaire se décompose en un 
produit des matrices unitaires élémentaires, et il se peut en un produit 
des matrices unitaires élémentaires par une matrice unitaire diagonale. 

7.3.42. Soient A=U,R, et A= U,R, deux décompositions d’une matrice 
non dégénérée À en un produit des matrices unitaire et triangulaire supé- 
rieure. Démontrer que 


U>=U,Q, R=OR,, 


où © est une certaine matrice unitaire diagonale. 


7.3.43. Comment appliquer la méthode construite dans 7.3.40 à la ré- 
solution d’un système d’équations linéaires Ax=b à matrice des coef- 
ficients carrée non dégénérée ? 

7.3.44. Trouver la condition à imposer à un vecteur colonne w pour 
que son observation rend unitaire la matrice de la forme 


H=E-2ww*. (7.3.2) 


7.3.45. Soit w un vecteur colonne normé. Démontrer que la matrice 
(7.3.2) qui lui correspond envisagée comme un opérateur d’un espace 
arithmétique donne dans cet espace une réflexion orthogonale. Une telle 
matrice H s'appelle matrice de réflexion. 

7.3.46. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres d’une matrice 
de réflexion. 

7.3.47. Trouver le déterminant d’une matrice de réflexion. 

7.3.48. Montrer que toute matrice unitaire dont toutes les valeurs 
propres sont égales à +1 ou à —1, —1 étant une valeur propre simple, 
peut être mise sous la forme (7.3.2). 


7.3.49. Montrer que la matrice 
CoSp sin 


T=| . 
sin æ —Ccos p 


est une matrice de réflexion. Trouver le vecteur w correspondant. 


7.3.50. Soit H une matrice de réflexion à vecteur connu w. Comment 
calculer le produit de H par le vecteur colonne x de façon que ce calcul 
n’exige que (2n1+ 1) multiplications? 


13 
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7.3.51. Choisir le vecteur w de façon que la matrice de réflexion qu’il 
engendre transforme le vecteur donné x en un vecteur colinéaire à la co- 
lonne e, (en supposant que le vecteur x lui-même n’est pas colinéaire 
à e;). 

7.5.52*. Utiliser le résultat du problème 7.3.51 pour construire l’algo- 
rithme de décomposition d’une matrice carrée en un produit des matrices 
unitaire et triangulaire supérieure. 

7.3.53. Soit Ax=b un système d’équations linéaires à matrice carrée À 
non dégénérée. Décrire la méthode de résolution de ce système fondée 
sur le processus construit dans 7.3.52. 

7.3.54*. Soit À une matrice carrée d’ordre n (n=2). Comment choisir 
la matrice de réflexion H de façon que les éléments de toutes les cases 
de la première colonne de la matrice B= HAH*, à partir de la troisième 
case, soient nuls ? 

7.3.55. La matrice B est dite quasi triangulaire supérieure (resp. in- 
Jérieure) si b,,=0 pour i=j+1 (j=i+1). Démontrer à l’aide du résultat 
du problème 7.3.54 que toute matrice carrée est unitairement semblable 
à une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure). Donner une for- 
mulation opératorielle de cette proposition. 


$ 7.4. Opérateurs et matrices hermitiens 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans la première partie du paragraphe on 
traite des propriétés les plus simples des opérateurs et des matrices hermitiens. La dis- 
cussion se poursuit sur le même plan que dans les paragraphes précédents. Les problèmes 
de la deuxième partie concernent les valeurs propres des opérateurs hermitiens. Leurs 
propriétés extrémales remarquables sont examinées avec une attention particulière. 
L'application de ces propriétés est à la base de l’une des méthodes les plus efficaces de la 
recherche des valeurs propres des matrices hermitiennes, qui est la méthode de bissection 
décrite dans les problèmes 7.4.43-7.4.48. 


7.4.1. Montrer que l’ensemble des opérateurs hermitiens de w,, forme 
un groupe additif. 

7.4.2. Montrer que dans l’espace vectoriel w,, de tous les opérateurs 
linéaires agissant dans un espace euclidien X# l’ensemble des opérateurs 
symétriques est un sous-espace vectoriel. Une proposition analogue est 
vraie pour l’ensemble des opérateurs antisymétriques de w,,. 

7.4.3. Montrer que le produit d’un opérateur hermitien non nul par 
un nombre « est un opérateur hermitien si et seulement si « est un nombre 
réel. 

7.4.4. Montrer qu’un opérateur X est antihermitien s1 et seulement 
si l’opérateur iK est hermitien. 

7.4.5. Montrer que le produit des opérateurs hermitiens H, et H, 
est un opérateur hermitien si et seulement si H, et H, sont commutables. 

7.4.6. Montrer que l'inverse d’un opérateur hermitien non dégénéré 
est encore hermitien. 

7.4.7. Décrire tous les opérateurs hermitiens qui agissent dans un espace 
unidimensionnel. 
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7.4.8. Un opérateur linéaire À agit dans un espace euclidien bidimen- 
sionnel; en outre, pour un certain couple de vecteurs non colinéaires x et y, 


(ax, y)= (x, Ay). 
Démontrer que À est un opérateur symétrique. 


7.4.9. Montrer qu’un opérateur de l’espace euclidien tridimensionnel 
Ax=1[x, a] est antisymétrique. 

7.4.10*. Démontrer que tout opérateur antisymétrique K de l'espace 
euclidien tridimensionnel peut être mis sous la forme Kx=[x, a] par un 
choix convenable du vecteur a. 

7.4.11. Un opérateur de l'espace arithmétique R, muni du produit 
scalaire (7.1.4) transforme les vecteurs x,=(0, 1, 1, 1); x:=(— 1, 0, 1, 1); 
X3=(—1,—1,0,1);x;=(—1, —1, —1,0)en vecteurs y,=(3, —1, —1, —1]); 
Ye=(1, —3, —1, —1); ys=(—1, —3, —1, 1); y;3=(—3, —1, —1, 1) respecti- 
vement. Cet opérateur sera-t-il symétrique ? 

7.4.12. Montrer que les opérateurs du problème 7.2.9 sont symétriques. 

7.4.13. Montrer que tout opérateur de réflexion orthogonale est un 
opérateur hermitien. En particulier, la matrice de réflexion (7.3.2) est 
une matrice hermitienne. 

7.4.14. Montrer qu’un opérateur unitaire et hermitien simultanément 
ou bien est égal à HE, ou bien est un opérateur de réflexion orthogonale. 

7.4.15*. L'opérateur symétrique S de l’espace des polynômes M, 
à produit scalaire (7.1.1) transforme les polynômes 2+21—1° et 2—1+2F 
en polynômes 5—1— 1° et 3+31+ 31 respectivement. La trace de cet opé- 
rateur est égale à 3. Trouver sa matrice dans la base 1, r, f°. 

7.4.16. Soient H, et H, des matrices hermitiennes complexes de même 
ordre. Démontrer que la trace de la matrice H,H, est un nombre réel. 

7.4.17. Supposons qu’une matrice hermitienne H soit mise sous la 
forme H=S+iK, où S et K sont des matrices réelles. Montrer que S est 
une matrice symétrique, et K une matrice antisymétrique. 

7.4.18. Démontrer que dans l'énoncé du problème 7.4.17 la matrice 
réelle 


px sl 


K S 


est symétrique. 

7.4.19. Démontrer que si H est une matrice hermitienne l’associée H, 
est encore hermitienne. 

7.4.20. Démontrer que le produit kroneckerien des matrices hermi- 


tiennes H, et H,, qui, il se peut, admettent un ordre distinct, est encore 
une matrice hermitienne. 


7.4.21. Soient H, et H, des matrices hermitiennes d’ordre nXn. Mon- 


trer que les opérateurs Gin, et Fun, du problème 5.6.10 sont des opé- 
rateurs hermitiens. 


7.4.22. Démontrer que pour un opérateur hermitien H le produit 
scalaire (Hx, x) est un nombre réel quel que soit le vecteur x. 


13° 


196 OPÉRATEURS D'UN ESPACE UNITAIRE [Ch. 7 


7.4.23. Soit K un opérateur antisymétrique d’un espace euclidien X. 
Démontrer que (K%x, x)=0 pour tout vecteur x de X#. 

7.4.24. Que peut-on dire d’un opérateur hermitien H si (Hx, x)=0 
pour tout vecteur x? 

7.4.25. Montrer que, si pour des opérateurs hermitiens FH, et H, l'égalité 
(H,x, x)=(Hx, x) est vérifiée quel que soit le vecteur x, alors H,=H. 

7.4.26. Démontrer la réciproque de 7.2.18 : si, quel que soit le vecteur x, 
un opérateur linéaire À vérifie l'égalité (7.2.2), alors À est un opérateur 
normal. 

7.4.27. Les valeurs propres d’un opérateur normal À qui agit dans 
un espace unitaire sont alignées sur un plan complexe. Démontrer que 
l'opérateur À peut être mis sous la forme 


A=aE+aH, 


où H est un opérateur hermitien, a et «x des nombres complexes, |«|=1. 

7.4.28. Montrer que les valeurs propres d’un opérateur antihermitien 
sont des nombres purement imaginaires. 

7.4.29. Montrer qu’un opérateur de projection orthogonale est un 
opérateur hermitien. 

Dans les problèmes 7.4.30-7.4.37 on suppose que les valeurs propres 
À» -.., À, d’un opérateur hermitien (ou d’une matrice hermitienne) H sont 
indicées de façon que 

Az=h=...æzàÀ,. (7.4.1) 


Si, tout en examinant les valeurs propres, on considère la base orthonormée 
Er --- €, de vecteurs propres de l’opérateur H, on adopte que la numéro- 
tation des vecteurs dans cet opérateur correspond à la mise en ordre (7.4.1). 
7.4.30. Démontrer la validité des représentations suivantes des valeurs 
propres maximale et minimale de l’opérateur hermitien X : 
à (Hx, x) = 
Nr Got Ga 
Montrer que les vecteurs pour lesquels on obtient les extrémums indiqués 
sont des vecteurs propres de X. 
7.4.31. Montrer que les valeurs propres extrémales d’une matrice 
hermitienne Æ vérifient les estimations suivantes : 


Aaæmax hs 5 min Au 


(7.4.2) 


7.4.32. Supposons qu’une matrice hermitienne H donne lieu à l’égalité 
2,=h,. Démontrer que tous les éléments hors diagonaux de la j-ième 
ligne et de la i-ième colonne de la matrice H sont des zéros. 

7.4.33. Démontrer que pour le sous-espace vectoriel L tendu sur les 
vecteurs propres Eh» -.-» € (i]<...<i,) d'un opérateur hermitien AH 
on vérifie les relations 
(Hx, x) : ._ (Hx, x) 

SEC EE A min Co: (7.4.3) 
x€eL xeL 
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7.4.34*. Démontrer le théorème de Courant-Fischer suivant : pour une 
valeur propre À, d’un opérateur hermitien H qui agit dans un espace X 
de dimension n, les représentations 


(Hx, x) 


Ai ma rain PRES (7.4.4) 
XELx 
2,= min max LAS) (7.4.5) 


La-xe x#0 (x, x) 
XELn-x+t 

sont vraies. Dans l'égalité (7.4.4), le maximum est pris par rapport à tous 

les sous-espaces L, de dimension k de l’espace X; d’une façon analogue, 

dans (7.4.5), L,_,,, désigne un sous-espace arbitraire de dimension n—k+ 1. 

7.4.35*. Soit H,_, une sous-matrice principale d’une matrice hermi- 

tienne A d’ordre n. En appliquant le théorème de Courant-Fischer, dé- 

montrer que les valeurs propres 4, ..., u,_., Séparent les valeurs propres 
de la matrice H. Ceci signifie que 


Lzhzhezbez...2z, =, =. 


7.4.36. Sans calculer les valeurs propres de la matrice H d’ordre n 


indiquer le nombre de valeurs propres non nulles et leurs signes. 

7.4.37. Supposons que le rang d’une matrice hermitienne H dépasse 
de deux unités le rang de la sous-matrice principale H,_,. Démontrer 
que la matrice H possède une valeur propre positive et une valeur propre 
négative de plus que H,_.. 

7.4.38. Supposons que les valeurs propres des opérateurs hermitiens 
H;, A, et H,+ AH, sont indicés dans l’ordre décroissant 


H—uzmuz...zua,, 
H>—B,=Bz...Z=h,, (7.4.6) 
H;+H—=zz sé = Vn° 
En utilisant le théorème de Courant-Fischer démontrer que les inégalités 
(k=1,2,...,n) 
Vr< Ait Brs YxS trs 
Vr= tnt hrs Vk= Gta 
sont vraies. 


7.4.39. Montrer que dans une transformation unitairement semblable 
une matrice hermitienne est associée encore à une matrice hermitienne. 
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7.4.40. Une matrice bande est dite rridiagonale si la largeur de la bande 
est égale à 3. Déduire du problème 7.3.55 le corollaire suivant : toute matrice 
hermitienne est unitairement semblable à une matrice tridiagonale. Donner 
Ja formulation opératorielle de cette proposition. 

7.441. Disons qu'une matrice tridiagonale C est irréductible si c;;<0 
pour |i—-j|=1. Démontrer qu’une matrice hermitienne tridiagonale qui 
admet une valeur propre À de multiplicité r est une matrice quasi diagonale: 
de plus, la diagonale compte au moins r sous-matrices irréductibles d’un 
ordre plus petit. 

Pour la matrice hermitienne irréductible tridiagonale C d’ordre n des 
problèmes 7.4.42-7.4.49 qui suivent, on considère la suite des polynômes 
(À), fi), -.., 0), où f(2)=1 et (2) est le polynôme caractéristique 
de la sous-matrice principale directrice C, de la matrice C (de façon que 
le polynôme /{(2) soit de degré ÿ). Les récurrences qui associent les polynô- 
mes de ce système ont été obtenues dans le problème 3.2.46 (dans notre 
cas hermitien, c,=b,) et sont utilisées dans ce qui suit sans aucune référence. 
Les racines du polynôme /{À), c'est-à-dire les valeurs propres de la sous- 
matrice C,, sont notées 2), ..., A( et indicées dans l’ordre décroissant 
de façon que {= 10)... 2 (0 (cf. 7.4.43, b)); de plus, {= 1, i=1, ...,n. 

7.4.42. Composer la suite de polynômes /,(1), (4), .-.., j(2) de la 
matrice 


0 1 O0 O 0 
1 O0 1 O O 
0 1 O 1 0. (7.4.7) 
0 0 101 
0 O0 © 1 0 


7.4.43. Démontrer que dans le système de polynômes /{(1), (4), ..… 
..» JA) : 
a) les polynômes voisins n’ont pas de racines communes; 
b) les racines du polynôme /{(4), 1=i=n—1 séparent strictement les 
racines du polynôme /,,.,(2) : 


AUD 20 140 20 >= AUD 70 410: 


c) si À, i<n, est la racine du polynôme f{4), les nombres f,_,(4ÿ?) 
et f,.(4{) sont de signes opposés. 

7.4.44*. Le nombre réel y n’est racine d’aucun des polynômes f{À). 
Démontrer que le nombre de changements de signes de la suite numérique 


fi), AG), --., fu) (7.4.8) 


est égal au nombre de valeurs propres de la matrice C [c’est-à-dire de 

racines du polynôme /f,(À)] qui sont strictement plus grandes que y. 
7.4.45*. Supposons maintenant que le nombre x peut être racine des 

polynômes du système /,(1), /,(4), -.., (4). Calculons comme auparavant 
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le nombre de changements de signes de la suite (7.4.8) en affectant à chaque 
valeur nulle de f{u) le même signe que celui du nombre f,_.(u). Démontrer 
que dans ce cas-là aussi la proposition 7.4.44 est encore vraie. 

7.4.46*. On sait que la valeur propre À, d’une matrice C repose dans 
l'intervalle (a, b). On dit dans ce cas que À, est localisé dans (a, b). Com- 
ment en appliquant le résultat des problèmes 7.4.44-7.4.45 localiser À, 
dans un intervalle deux fois plus petit ? 

7.4.47. Soient toutes les valeurs propres d’une matrice C appartenant 
à l’intervalle (m, M). En partant des résultats du problème 7.4.46 indiquer 
comment trouver les nombres À, à £ donné près. 

7.4.48. Montrer que le calcul de la suite (7.4.8) peut être arrangé de 
façon qu’il faille effectuer seulement 2(7— 1) multiplications [en supposant 
que les nombres |b,|° figurant dans les récurrences associant les polynômes 
f{à) sont calculés à l’avance]. 

7.4.49. Le procédé de calcul des valeurs propres d’une matrice hermi- 
tienne tridiagonale obtenu dans le problème 7.4.47 s’appelle méthode 
de bissection. Réaliser la méthode de bissection pour calculer la valeur 
propre maximale de la matrice (7.4.7) à e= 1/16 près. 

7.4.50*. En s'appuyant sur les résultats des problèmes 7.4.40, 7.4.4], 
7.447, décrire la méthode de calcul approché des valeurs propres d’une 
matrice hermitienne arbitraire. 

7.4.51*. Une matrice irréductible tridiagonale À est dite jacobienne 
Si iii, 0 pour tout i. Montrer que les matrices jacobiennes à élé- 
ments diagonaux réels vérifient les résultats des problèmes 7.4.43-7.4.47. 

7.4.52. En utilisant la correspondance entre les vecteurs d’un espace 
euclidien R et de l’espace unitaire C obtenu à partir de R par complexifica- 
tion, démontrer que 

a) à l’opérateur symétrique S de l’espace R correspond l’opérateur 
hermitien $ de l’espace C; 

b) pour tout opérateur symétrique de l’espace R 1l existe dans R une 
base orthonormée telle que la matrice de cet opérateur soit diagonale. 

Reformuler la proposition b) pour les matrices. 

7.4.53. Soient z Zio ces Zn = X +iy,, une base orthonormée de vecteurs 
propres d’une matrice hermitienne H= S+iK d'ordre nXn; A1, -.., À, 
les valeurs propres correspondantes. Démontrer que les vecteurs colonnes 
réels u,, v,, ..., u,, v, de dimension 2n, où 


9 Vi 
x) ||” 


forment une base orthonormée de vecteurs propres de la matrice réelle 


S 4! 


D=lx sl 


les valeurs propres correspondantes sont ,, A1, 2, À, ..., À 
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$ 7.5. Opérateurs et matrices non négatifs et définis positifs 


Présentation des problèmes du paragraphe. Voici les questions essentielles traitées 
dans ce paragraphe : 

Propriétés formelles des opérateurs non négatifs et définis positifs qui se déduisent 
immédiatement de leurs définitions. 

Matrices définies positives et matrices de Gram. Nous montrons ici que dans un 
certain sens les matrices définies positives sont un outil universel pour introduire un 
produit scalaire dans un espace vectoriel donné. 

La non-négativité (resp. la positivité) des valeurs propres d’un opérateur (resp. d’une 
matrice) non négatif (resp. défini positif). 

Critères différents de la définissabilité positive des matrices hermitiennes, en parti- 
culier, la domination diagonale (cf. 7.5.24), le critère de Sylvester, etc. Nous donnons 
également des problèmes de calcul pour leur application. 

Relation d'ordre partiel sur l’ensemble des opérateurs hermitiens. 

Racine carrée d'un opérateur non négatif, exemples numériques d'extraction d'une 
racine carrée. 

Applications du théorème important sur les valeurs propres réelles d’un opérateur 
HS, où H et S sont des opérateurs hermitiens et S est défini positif. 


7.5.1. Un opérateur défini positif H peut-il associer un vecteur non nul 
x à un vecteur y orthogonal à x? 

7.5.2. Déduire de la définition d’un opérateur défini positif sa non- 
dégénérescence. 

7.5.3. Soit H un opérateur défini positif d’un espace euclidien X. 
Montrer que pour tout vecteur non nul x de X son image forme avec x un 
angle aigu. 

7.5.4. Soient H et S des opérateurs non négatifs. Montrer que, pour 
des nombres « et B non négatifs quelconques, l’opérateur «H+B$S est non 
négatif. 

7.5.5. Soient H et S des opérateurs non négatifs et supposons que pour 
certains nombres réels « et BP, l'opérateur « H+B,S est défini positif. 
Montrer que dans ce cas tous les opérateurs xH+B5S, où x et B sont des 
nombres positifs arbitraires, sont définis positifs. 

7.5.6. Démontrer que l'inverse d’un opérateur défini positif est encore 
un opérateur défini positif. 

7.5.7. Montrer que tout opérateur de projection orthogonale est non 
négatif. 

7.5.8. Soit H une matrice complexe définie positive. Démontrer que 
sa transposée HT est également définie positive. 

7.5.9. Prouver que toute sous-matrice principale d’une matrice non 
négative (resp. définie positive) est encore une matrice non négative (resp. 
définie positive). 

7.5.10*. Soit x, ..., x, un système arbitraire de vecteurs d’un espace 
unitaire (euclidien) X. Démontrer qu’une matrice de Gram du système 
X1» --., X4 €St une matrice non négative. Cette matrice est définie positive 
si le système x,, ..., x, est linéairement indépendant. 

7.5.11. Soit e,, ..., e, une base arbitraire d’un espace unitaire (euclidien) 
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X. Démontrer que le produit scalaire de deux vecteurs quelconques x 
et y de X peut se calculer d’après la formule 


(x, y)=(TX,, ?,). (7.5.1) 


Ici IT est la matrice de Gram du système e,, ..., e,; X,, Y,, des vecteurs 
colonnes de dimension n composés de coordonnées des vecteurs x et y dans 
la base e,, ..., e,; le produit scalaire du second membre de (7.5.1) est 
pris d’après la règle usuelle (7.1.4). 

7.5.12. Soient e,, ..., e, une base arbitraire d’un espace vectoriel X, 
T une matrice définie positive arbitraire. Montrer que dans X la formule 
(7.5.1) définit un produit scalaire. En outre, la matrice J7 est la matrice 
de Gram du système e,, ..., e, au sens du produit scalaire obtenu. 

Ainsi, la formule (7.5.1) (de même que la méthode du problème 2.1.2) 
donne un aperçu de tous les moyens possibles d’introduction d’un produit 
scalaire dans l’espace vectoriel X donné. 

7.5.13. Soient (x, y). et (x, y): deux produits scalaires distincts d’un 
espace arithmétique. Démontrer que : 


a) il existe une matrice non dégénérée À telle que 
(x, PJ2= (AX, y; 
b) on tire de a) que 
(x, Yh= (ATX, pe. 


7.5.14. Soit À un vecteur linéaire arbitraire de l’espace unitaire (euclidien) 
X dans l’espace unitaire (euclidien) Y. Montrer que le produit A4*A est un 
opérateur non négatif de l’espace X, tandis que le produit 44* est un 
opérateur non négatif de l’espace Y. Pour toute matrice rectangulaire À, 
les matrices 4*4 et AA* sont respectivement non négatives. 

7.5.15. Soit H une matrice complexe définie positive. Démontrer que 
dans la représentation de H 

H=S+iK, 


où S et K sont des matrices réelles, S est définie positive. 


7.5.16. Soient H un opérateur non négatif et (Hx, x)=0 pour un 
certain vecteur x. Démontrer que : 

a) x appartient au noyau W,, de l'opérateur H/; 

b) l'opérateur H/T,, induit sur l’image 7, de H est défini positif. 

7.5.17. Montrer qu’un opérateur défini positif peut être déterminé 
comme un opérateur non négatif non dégénéré. 

7.5.18. Montrer qu’un opérateur hermitien H est non négatif (resp. 
défini positif) si et seulement si pour tout nombre & positif (resp. non négatif) 
l'opérateur H+&E est non dégénéré. 

7.5.19. Un opérateur hermitien H est dit non positif (resp. dé fini négatif) 
si pour tout vecteur non nul x le produit scalaire (Hx, x) est non positif 
(resp. négatif). La définition des matrices non positives et définies négatives 
est analogue. 
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Démontrer que tout opérateur hermitien peut être mis sous la forme 
d’une somme des opérateurs non négatif et non positif. 

7.5.20*. Une matrice complexe carrée À est dite stable si pour toute 
valeur propre À de cette matrice on vérifie la condition Re À<0. 


Démontrer que si pour une matrice 4 d’ordre nXn 
A*X+XA=C, 


où C est une matrice définie négative, l'équation matricielle de Liapounov 
admet une solution B définie positive, alors À est une matrice stable. En 
déduire que B est une solution unique de l’équation donnée. 

7.5.21. Que peut-on dire d’un opérateur non négatif H si sa trace est 
nulle ? 

7.5.22. Montrer que le déterminant d’un opérateur défini positif est 
positif. En déduire que dans une matrice définie positive tous les mineurs 
principaux sont positifs. 

7.5.23. Montrer que dans une matrice définie positive l’élément maximal 
en module se trouve sur la diagonale principale. 

7.5.24*. Démontrer qu’une matrice hermitienne H d’ordre nXn est 
définie positive si 


hi 2 Vhuyl, i=],...,n. (7.5.2) 
Ji 
7.5.25. Soit H=S+:iK une matrice complexe définie positive. Démon- 
trer que la matrice réelle 
S # 
K S 


p=| 


est définie positive. 

7.5.26*. Soit H une matrice définie positive. Démontrer que son associée 
H, est encore définie positive. 

7.5.27. Démontrer que parmi tous les mineurs d’ordre £ d’une matrice 
H définie positive, le plus grand en module est l’un quelconque des mineurs 
principaux. 

7.5.28. Démontrer que le produit kroneckerien des matrices H, et H, 
définies positives mais, 1l se peut, d’un ordre distinct est encore une matrice 
définie positive. 

7.5.29*. Soient À et B des matrices carrées de même ordre nr. On appelle 
produit de Schur des matrices À et B la matrice C d’ordre nX n telle que 


Cy— aÿby , 


quels que soient i, j. Démontrer que le produit de Schur des matrices définies 
positives FH, et H, est encore une matrice définie positive. 

7.5.30. Soit H une matrice définie positive d’ordre n. Démontrer que 
la matrice S d’ordre nXn telle que s;,= ]|h;,|*, quels que soient 5, j, est 
encore définie positive. 
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7.5.31. Soient H et S des opérateurs hermitiens; de plus, la différence 
H-—S est un opérateur non négatif (resp. défini positif). Ecrivons dans ce 
cas HZ=S(H=S). Montrer que la relation = vérifie les propriétés : 

a) HzS, S=T=-H2aT; 

b) H,=S,, H=S,=1H,+BH;zaS,+85,, où « et f sont des nombres 
négatifs quelconques; 

c) HZ=S—=A*HAZ A*SA pour tout opérateur A. 


7.5.32. Soient H et S des opérateurs hermitiens; de plus, H=S. Démon- 
trer que les valeurs propres de l’opérateur S ordonnées dans l’ordre dé- 
croissant ne dépassent pas les valeurs propres de même indice (ordonnées 
dans le même ordre) de l'opérateur H. 

7.5.33. Un opérateur H défini positif vérifie l'inégalité H =E. Démontrer 
que H"1<E. 

7.5.34. Les matrices H et S sont définies positives; en outre HS. 
Démontrer que 


a) max | 4, |=max [sy | 
i 


b) les mineurs principaux de S ne dépassent pas les mineurs de même 
indice de H; en particulier, 
c) det Hz=detsS. 


7.5.35. L'élément diagonal h, d’une matrice définie positive H a été 
augmenté. Démontrer que le déterminant de la matrice obtenue H est 
plus grand que celui de H. 

7.5.36*. Démontrer le critère de Sylvester suivant de définissabilité 
positive : pour qu’une matrice hermitienne H soit définie positive il faut 
et 1l suffit que tous les mineurs principaux directeurs de cette matrice soient 
positifs. 

7.5.37. Le mineur principal directeur d’ordre k d’une matrice non 
négative H est nul. Prouver que tous les mineurs principaux directeurs 
d’ordre supérieur à £ sont nuls. 

7.5.38. Prouver que dans une matrice définie négative H tous les 
mineurs principaux d’ordre impair sont négatifs, alors que tous les mineurs 
principaux d'ordre pair sont positifs. 

Pour chacune des matrices tridiagonales d’ordre n ci-dessous déterminer 
si la matrice en question est définie positive ou non négative 


7.5.39. ||n—1 1 


[Ch. 7 


OPÉRATEURS D'UN ESPACE UNITAIRE 


7.5.40. 


VO vu vx 


Ge ——————— 
mo Re 


4 (N ut 


] 


vx 


vd ve 


. NS 


& 7.5.] OPÉRATEURS ET MATRICES NON NÉGATIFS ET DÉFINIS POSITIFS 205 


7.5.45*. Prouver que pour tout opérateur H non négatif (défini positif) 
il existe un opérateur K non négatif (défini positif) et un seul, tel que K°= H. 
L'opérateur K s’appelle racine carrée (arithmétique) de l'opérateur H notée 
HN, 

Trouver les racines carrées des matrices suivantes : 


7.5.46. 5 —3 7.5.47. |9 1 1 
—3 5 | 1 2 1. 

11 1 2 
7.5.48. 24 6 —12 7.5.49. | 1 1 1 1 
6 33 6 1 1 1 1 
—12 6 24 1 1 1 1 
1 1 1 1 


7.5.50*. En utilisant l’existence d’une racine carrée prouver que le 
déterminant d’une matrice définie positive H d’ordre n vérifie l’inégalité 


det H= hyhoo. ho. 


Dans ce cas l'égalité a lieu si et seulement si H est une matrice diagonale. 


7.5.51*. Une matrice carrée définie positive H est mise sous la forme 
partitionnée 


H= 


Hs Ho” 


où H,, et H. Sont des matrices carrées. Démontrer que 
det H=det H,,=det H.; 


de plus, l’égalité s'obtient si et seulement si H,,=0. 

7.5.52. Soient H et S des opérateurs hermitiens; en outre, S est un 
opérateur non négatif. Démontrer que si H et S sont commutables, H et S1/=° 
le sont aussi. 

7.5.53*. Les opérateurs H et S sont définis positifs et HZS. Démontrer 
que H71= STI, 

7.5.54. Montrer que le produit HS des opérateurs non négatifs 
commutables H et S est encore un opérateur non négatif. 

7.5.55. Soient H=S et T un opérateur non négatif, commutable avec 
H et S. Démontrer que HATZST. 

7.5.56*. Soient H et S des opérateurs hermitiens; de plus, S est défini 
positif. Prouver que les valeurs propres de l’opérateur HS sont des nombres 
réels; en outre, l'opérateur lui-même est de structure simple. 

7.5.57. Supposons que dans l’énoncé du problème 7.5.56 l'opérateur 
H est non négatif. Montrer que toutes les valeurs propres de HS sont non 
négatives. 
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7.5.58. Montrer que la réciproque de 7.5.57 est vraie : si H et S sont 
des opérateurs hermitiens, S est défini positif et toutes les valeurs propres 
de HS sont non négatives, alors H est un opérateur non négatif. 

7.5.59*. Soient H et S des matrices hermitiennes d’ordre n; de plus, 
S est une matrice définie positive. Démontrer que : 

a) le premier membre de l’équation 


det (AS— H)=0 (7.5.3) 


est un polynôme de À de degré n, dont le coefficient dominant est égal au 
déterminant de S'; 

b) l’équation (7.5.3) admet n racines réelles si chacune est répétée 
autant de fois que sa multiplicité l’indique. 

7.5.60. Soient H et S des opérateurs définis positifs dont les valeurs 
propres maximales sont «, et f, respectivement. Démontrer que la valeur 
propre maximale y, de l’opérateur HS vérifie l'inégalité y, <a... 

7.5.61*. Démontrer que dans l’énoncé du problème 7.5.15 les pro- 
positions suivantes sont vraies : 

a) les valeurs propres de la matrice :S”1K sont réelles et inférieures à 
l'unité en module; 

b) det S = det FH; en outre, l'égalité a lieu si et seulement si H=S; 

c) det S=det K. 

7.5.62*. Soient À un opérateur de rang r de l’espace X de dimension 
n dans l’espace Ÿ de dimension m, e,, ..., e, une base orthonormée de 
vecteurs propres de l'opérateur non négatif 4*4; de plus, les vecteurs 
€, -.., €, correspondent aux valeurs propres non nulles æ?, ..., &? («;=—0, 
i=], ...,r). Démontrer que : 

a) les vecteurs e,.,, ..., e, forment une base du noyau N, de l’opéra- 
teur À; 

b) les vecteurs e,, ...,e, forment une base de l’image T ,- de l’opérateur 
adjoint 4*; 

c) les vecteurs 4e,, ..., 4e, sont orthogonaux et forment une base 
de l’image T', de À; 

d) la longueur du vecteur 4e, est égale à «,,i=1,...,r; 

e) chacun des vecteurs e, est un vecteur propre de l’opérateur 44* 
et qui, de plus, est associé à la valeur propre &?; 

f) si l’on adopte 


1 ’ 
fi=T A8, Il; ::5 7 


on a 
ff — 


$ 7.6. Nombres singuliers et décomposition polaire 


Présentation des problèmes du paragraphe. En parlant des nombres singuliers nous 
portons surtout l’attention sur les diverses méthodes qui dans des cas concrets permettent 
de faciliter leur calcul ou leur estimation. Les nombres singuliers qui s’emploient surtout 
dans des problèmes métriques et leurs applications sont décrits au $ 7.8 et dans le chapitre 
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suivant. Quant à ce paragraphe-là, nous n'y donnons que certaines inégalités qui associent 
les nombres singuliers aux valeurs propres d’un opérateur. Nous traitons avec force 
détails de la décomposition singulière d’une matrice rectangulaire arbitraire et de la 
décomposition polaire de wxx et d’une matrice carrée. 

Dans tous les problèmes les nombres singuliers &1, ..., « sont supposés numérotés 
dans l’ordre décroissant : 


dd = CRC “%Xs. 


7.6.1. En connaissant les nombres singuliers d’un opérateur À, trouver 
les nombres singuliers a) de l’opérateur 4*; b) de l’opérateur &4, x étant 
un nombre complexe arbitraire. 

7.6.2. Prouver que dans la multiplication d’un opérateur par des 
opérateurs unitaires, ses nombres singuliers ne changent pas. 

7.6.3. Supposons qu’un opérateur À agit dans un espace X. Montrer 
que À est non dégénéré si et seulement si tous les nombres singuliers de cet 
opérateur sont différents de zéro. 

7.6.4. Prouver que le module du déterminant d’un opérateur est égal 
au produit de ses nombres singuliers. 

7.6.5. En supposant qu’un opérateur À est non dégénéré, trouver la 
relation entre les nombres singuliers des opérateurs À et A”1. 

7.6.6. Démontrer que les nombres singuliers d’un opérateur normal 
coïncident avec les modules de ses valeurs propres. 

7.6.7. Démontrer qu’un opérateur À d’un espace unitaire est unitaire 
si et seulement si tous les nombres singuliers de cet opérateur sont égaux 
à un. 

7.6.8*. Dans l’espace des polynômes M, muni de produit scalaire (7.1.7) 
trouver les nombres singuliers de l’opérateur de dérivation. 

7.6.9*. Trouver les nombres singuliers de l’opérateur de dérivation 
de l’espace des polynômes M, si le produit scalaire est donné par la formule 
(7.1.2). Comparer le résultat avec celui du problème 7.6.8. 

7.6.10*. Soit À une matrice mXn rectangulaire de rang r réelle ou 
complexe. Démontrer que À peut être mise sous la forme 


A=UAV, (7.6.1) 


où U et V sont des matrices orthogonales (unitaires) d’ordre m et n respective- 
ment; 4 la matrice mXn telle que A,=l2=...2z74,,-0, alors que les 
autres éléments sont nuls. La représentation (7.6.1) s’appelle décomposition 
singulière de la matrice A. 

7.6.11. Montrer que la matrice À de la décomposition (7.6.1) est bien 
définie par la matrice À elle-même. Plus précisément, les nombres 2,,....,4,, 
sont les valeurs propres non nulles de la matrice (4*/4)!? (de même que 
de la matrice (44*)'?). 

7.6.12. Comment interpréter les matrices U et W de la décomposition 
singulière d’une matrice A? 

7.6.13. Les matrices rectangulaires 4 et B de type mXn sont dites 
unitairement équivalentes s’il existe des matrices unitaires U et V telles que 
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B=UAV. Prouver que la relation d’équivalence unitaire sur l’ensemble 
des matrices mX n est réflexive, symétrique et transitive. 

7.6.14. Démontrer que les matrices À et B de type mXn sont unitaire- 
ment équivalentes si et seulement si elles possèdent les mêmes nombres 
singuliers. 

7.6.15. Montrer que les matrices À et B sont unitairement équivalentes 
si et seulement si les matrices 4* A et B*B sont semblables. 

7.6.16. En connaissant la décomposition singulière 4=UAV d’une 
matrice 4, carrée non dégénérée, trouver la décomposition singulière et les 
nombres singuliers des matrices a) A7; b) 4*: c) A71. 

7.6.17. Montrer que pour toute matrice 4 de type mXn il existe une 
matrice unitaire W d’ordre m telle que les lignes de la matrice WA soient 
orthogonales. D'une façon analogue, il existe une matrice unitaire Z 
d'ordre n telle que les colonnes de la matrice AZ soient orthogonales. 

7.6.18. Les colonnes d’une matrice sont orthogonales. Démontrer que 
les nombres singuliers de cette matrice sont égaux aux longueurs de ses 
lignes. 

7.6.19. Trouver les nombres singuliers d’une matrice de type mXn 
dont le rang est l’unité. 


7.6.20. Soit À une matrice divisée en blocs de la forme 


_fA 0 
a=[$ … 


où 4, et 4 ne sont pas des matrices strictement carrées. Démontrer que 
les nombres singuliers non nuls des blocs 4, et 4, donnent dans l’ensemble 
tous les nombres singuliers non nuls de la matrice 4. Cette proposition 
est également vraie pour la matrice divisée en blocs de la forme 


. 
A4 0) 

7.6.21. Tirer de la proposition 7.6.20 le corollaire suivant : si un couple 
de sous-espaces orthogonaux L et M réduit un opérateur À, les nombres 
singuliers des opérateurs A/L et A/M donnent dans l’ensemble tous les 
nombres singuliers de A. 


7.6.22. Démontrer que la décomposition singulière de la matrice À 
peut se mettre sous la forme 


A=UAP, (7.6.2) 


où Ü est une matrice de type mXr aux colonnes orthonormées; Ÿ une 
matrice de type rXn aux lignes orthonormées; À, une matrice diagonale 
aux éléments diagonaux positifs. La représentation (7.6.2) s'appelle égale- 
ment décomposition singulière de la matrice A. 


& 7.6.] NOMBRES SINGULIERS ET DÉCOMPOSITION POLAIRE 209 


7.6.23. Démontrer que les nombres singuliers «;,, ...,«, d’un opérateur 
À vérnifient la variante suivante du théorème de Courant-Fischer : 


XELa-ne: 


Ici de même que dans 7.4.34, L, et L,_,,, sont des sous-espaces arbitraires 
de dimension k et n—k+1 respectivement d’un espace X de dimension n. 
En particulier, les relations 


sont vraies. 

7.6.24. Démontrer que le rayon spectral d’un opérateur ne dépasse 
pas son nombre singulier maximal. 

7.6.25. Démontrer que pour la valeur propre minimale en module 1, 
et le nombre singulier minimal «, d’un opérateur 4, on vérifie la relation 


EAELE 


7.6.26. Soient «, ..., «, les nombres singuliers d’une matrice À d’ordre 
nxn. Démontrer que les nombres AR de l’associée À, sont toutes 
sortes de produits p à p de nombres «, ...,&, 

7.6.27. Les valeurs propres 1;,, d, ..., 2, "de la matrice 4 d'ordre nXn 
sont ordonnées de façon que |1,| =|L|= ..=|4,|. Démontrer que les 
inégalités de Weyl suivantes 


[Al...lAl=o...e, 


lAlläul... [A læa:...e, 1<k=<n, 


qui généralisent 7.6.24 et 7.6.25 sont vraies. 


7.6.28. Démontrer que les nombres singuliers maximal et minimal 
de la matrice À d’ordre n X n donnent lieu aux estimations : 


n 12 n : 1/2 
au max max | 2 layl) ; max | 1 ayl) L 
1 \j=1 J \i=l 
. . M V2 e Le 1/2 
&,=< min {ir PAT , min (Zen) È 
1 \j=1l J \i=1 


7.6.29*. L'opérateur À satisfait à l'égalité | 1,|=«x,. Ici 2, est la valeur 
propre maximale en module de 4. Démontrer que les opérateurs À et 4* 
ont un vecteur propre commun associé à la valeur propre À,(2:). 

7.6.30*. Démontrer la réciproque de 7.6.6. : si les nombres singuliers 
d’un opérateur À coïncident avec les modules des valeurs propres, À est 
un opérateur normal. 


14 
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7.6.31*. Soit 4 une matrice rectangulaire de type mXn; À une sous- 
matrice arbitraire de 4. Démontrer que les nombres singuliers de À ne 
dépassent pas les nombres singuliers de même indice de A. 

7.6.32. Soit À une sous-matrice normale arbitraire d’une matrice A. 
Démontrer que le rayon spectral de À ne dépasse pas le rayon spectral de A. 

7.6.33. Démontrer que les nombres singuliers «,, B,, y, des opérateurs 
A, B et A+B vérifient les inégalités 


Vrai trs Va tPis 
Va Qt, VYrztu—Bs, 1=<k=<n. 


7.6.34*. Les opérateurs À et B agissent dans un espace X de dimension n. 
Démontrer que les nombres singuliers «,, B,, à, des opérateurs 4, B, 4A+B 
vérifient les relations 

de <airs <a) 


ô,=a, By; = 1<k=n. 


7.6.35. Soient À et B des opérateurs définis positifs. Démontrer que les 
valeurs propres de l'opérateur AB sont égales aux carrés des nombres 
singuliers de l’opérateur A1/=°B1®. 

7.6.36. On connaît les nombres singuliers «1, ..., «, et Bi, ..., Ba 
des matrices À et B d’ordre n et m respectivement. Trouver les nombres 
singuliers du produit kroneckerien AX B. 


Trouver les nombres singuliers des matrices suivantes : 


7.637. 2 O O0 7.6.38. [0 2 O0 
O0 1 oO. 0 0 —3 
0 0 —2 1 O0 oO 
7.6.39. 4 —2 2 7.6.40. 4 —2 4 
4 4—] 2 —1 2||. 
_2 4 2 —4 2 —4 
7.6.41. 4 —3i 0 7.6.42. 0 0 2 —] 
—3i 4 (4) 0 0 2 ] 
0 O —3 y2 — 2 0 ol 
V2 Y2 0 0 


7.6.43. 7.6.44. 
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7.6.45. |1 1 1 1 7.6.46*. 2 —1 4 —2 
1  i —1 —ài 2 1 4 2 
1 —1 1 —-1| —4 2 2-1| 
1 —i —1 à —4 —2 2 1] 


7.6.47. Comment se transforme la décomposition polaire d’une matrice 
d'ordre n avec n=17? 

7.6.48. Montrer que dans la décomposition polaire 4=HU d'un 
opérateur À, l’opérateur non négatif H est bien défini. 

7.6.49*. Soit 4= HU une décomposition polaire arbitraire d’un opéra- 
teur 4. Montrer que l'opérateur U associe la base orthonormée des vecteurs 
propres de l’opérateur 4*A à une base analogue de l'opérateur 4A*. 

7.6.50. Montrer que quelle que soit la décomposition polaire 4= HU 
d’un opérateur À, l’opérateur unitaire U associe le sous-espace T,e à T, 
et le sous-espace N, à Ne. 

7.6.51*. Soit A= HU la décomposition polaire d’un opérateur A. 
Démontrer que l’action de l’opérateur unitaire U dans le sous-espace T,- 
est bien définie par l’opérateur À. 

7.6.52. Démontrer qu’un opérateur non dégénéré admet une seule 
décomposition polaire. 

7.6.53. Démontrer que tout opérateur À qui agit dans un espace 
unitaire (euclidien) peut être mis sous la forme 


A= U,H,;, 


où U, est un opérateur unitaire (orthogonal), et , un opérateur non négatif. 
Montrer que dans cette représentation l’opérateur H, est bien défini. 
7.6.54*. Démontrer qu’un opérateur À est normal si et seulement si 
dans sa décomposition polaire 4= HU les opérateurs H et U sont com- 
mutables. 
7.6.55. Soient À un opérateur non dégénéré d’un espace unitaire et 
À» --., À, Ses valeurs propres notés sous la forme trigonométrique 


ÀA= 01 (cos m.+i sin 1), ..., À,=0, (cos p,+i sin y,). 


Prouver que les valeurs propres des opérateurs H et U de la décomposition 
polaire de À sont p,, ..., 0, et COS g+isin g, ..., COS p,-+i sin y, re- 
spectivement. 

7.6.56. Un opérateur S est défini négatif. Trouver sa décomposition 
polaire. 

7.6.57. Trouver la décomposition polaire d’un opérateur de dérivation 
dans l’espace des polynômes M, à produit scalaire (7.1.7). 

7.6.58. En connaissant la décomposition polaire 4= HU d’une matrice 
A trouver la décomposition polaire de son associée À,,. 

7.6.59. On donne des matrices carrées À et B, il se peut, d’ordre distinct. 
Soient 4= HU et B=KV leurs décompositions polaires. Trouver la dé- 
composition polaire du produit kroneckerien AX B. 


14° 
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Trouver les décompositions polaires des matrices suivantes : 
7.6.60. |] 72] 7.6.61. | O0 3 —-1 
1 7 


0 4 21. 
—5i O0 O0 
7.6.62*. | 2 —1 4 —2 
2 1 4 2 
4 2 2-1| 
Sé=9 À 


7.6.63*. En appliquant la décomposition polaire, démontrer la réciproque 
de 7.5.56 : si À est une matrice nXn de structure simple dont les valeurs 
propres À, ..., À, sont des nombres réels, alors 4 peut être mise sous la 
forme 4A= HS, où H et S sont des matrices hermitiennes, et S est définie 
positive. Les facteurs FH et S d’une matrice réelle À peuvent également être 
choisis réels. 

7.6.64*. Démontrer que la somme des nombres singuliers æ&, ..., & 
d’une matrice À d'ordre nXn vérifie les représentations 


+... ta max |tr (4W)| = max Re tr (AW), 


n 


où W parcourt l’ensemble tout entier des matrices unitaires d’ordre n. 


$ 7.7. Décomposition hermitienne 


Présentation des problèmes du paragraphe. L'objectif que nous nous proposons ici 
est de montrer que malgré sa simplicité la décomposition hermitienne est un outil très 
utile. C'est précisément la décomposition hermitienne qui permet dans de nombreux cas 
de ramener la résolution d'un problème posé pour des opérateurs arbitraires à la résolution 
des problèmes analogues relatifs aux opérateurs hermitiens, ce qui est bien plus simple 
dans les cas courants. 

A la fin du paragraphe nous donnons un analogue de la décomposition hermitienne 
pour les opérateurs d’un espace euclidien (cf. problème 7.7.23). 


7.7.1. Comment se transforme la décomposition hermitienne d’une 
matrice d'ordre n pour 7= 17? 

7.7.2. Que peut-on dire d’un opérateur linéaire À si (4x, x)=0 pour 
tout opérateur x? 

7.7.3. Que peut-on dire des opérateurs linéaires À et B si pour tout 
vecteur x 

a) (Ax, x)=(Bx, x)? 

b) (Ax, x)=(x, Bx)? 

7.7.4. Démontrer la réciproque de 7.4.22 : si pour un opérateur linéaire 
A le produit scalaire (4x, x) est un nombre réel quel que soit le vecteur x, 
alors À est un opérateur hermitien. 

7.7.5. Montrer que dans la définition d’un opérateur défini positif d’un 
espace unitaire, la restriction imposée à cet opérateur d’être hermitien est 
superflue. 
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7.1.6. Soient H et S des opérateurs hermitiens. Montrer que si Het S 
sont commutables, pour tout vecteur x le produit scalaire (Hx, Sx) est un 
nombre réel. 

7.1.7. Que peut-on dire d’une matrice À d’ordre n X n si elle est orthogo- 
nale à toute matrice hermitienne au sens du produit scalaire (7.1.5)? 

7.7.8. Supposons qu’une matrice À d’ordre nXn est telle que pour 
toute matrice hermitienne H la trace du produit 4H est un nombre réel. 
Démontrer que dans ce cas À est une matrice hermitienne. 

7.7.9. Soit 4A=H,+iH, la décomposition hermitienne d’un opérateur A. 
Trouver la décomposition hermitienne de l’adjoint 4*. 

7.7.10. Démontrer qu’un opérateur À est un opérateur normal si et 
seulement si les opérateurs H, et H, de sa décomposition hermitienne 
A=H,+1H, sont commutables. 

7.7.11. Montrer que pour un opérateur normal À les valeurs propres 
des opérateurs H, et H, de sa décomposition hermitienne coïncident avec 
les parties réelle et imaginaire respectivement des valeurs propres de À. 

7.7.12. Montrer que toute base orthonormée des vecteurs propres 
d’un opérateur normal À est également une base des vecteurs propres des 
opérateurs H, et H, de sa décomposition hermitienne. 

7.7.13. Soient À et B des opérateurs normaux commutables; 4= 
=H;+iH,; B=S,+iS,, leurs décompositions hermitiennes. Démontrer 
que les opérateurs H,, H,, S,, S, sont tous des opérateurs commutables. 

7.7.14. Soit À un opérateur d’un espace de dimension n à décomposition 
hermitienne A=H,+iH,. Démontrer que l’ensemble des valeurs de la 
relation 


(Ax, x) 
(x, x) ? 


où x est un vecteur non nul arbitraire est compris dans le rectangle du plan 
complexe de sommets (CT Bi)» (CE Ba) (CA , Ba), («, ’ B 1). Ici &j» Xn ET Ba , Pa sont 
les valeurs propres maximale et minimale des matrices H, et A, respective- 
ment. 

7.7.15. Déduire de 7.7.14 le théorème de Bendixon suivant : les parties 
réelles (resp. imaginaires) des valeurs propres d’un opérateur À sont com- 
prises entre les valeurs propres maximale et minimale de l’opérateur H.(H.) 
de sa décomposition hermitienne. 

7.7.16. Dans la décomposition hermitienne d’un opérateur 4 l’opéra- 
teur 4, est défini positif. Démontrer que À est non dégénéré. 

7.7.17*. Dans la décomposition hermitienne d’une matrice 4, la matrice 
H, est définie négative. Démontrer que : 

a) À est une matrice stable (cf. 7.5.20); 

b) le produit de À par une matrice définie positive H quelconque est 
également une matrice stable. 


7.1.18*. Dans une matrice tridiagonale complexe A les éléments 
diagonaux a, sont des nombres réels; les éléments hors diagonaux vénifient 
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les inégalités a, ,,1@41, ; <0, i=1,2, ..., n—1. Démontrer que les valeurs 
propres de À sont comprises dans la bande du plan complexe 


min a,,= Re z= max a,,. 
Î { 


7.7.19*. Une matrice carrée réelle s’appelle matrice de tournoi si tous 
ses éléments diagonaux a, sont nuls, alors que les éléments hors diagonaux 
satisfont à la condition a,,+a,;=1 quels que soient i, j, i<j. Démontrer 
que les valeurs propres d’une matrice de tournoi À considérée sur le corps 
des nombres complexes appartiennent à la bande du plan complexe 


1 1 
—3< Re z=3(n— 1), 
où nest l’ordre de A. 
7.7.20*. Démontrer que dans l’énoncé du problème 7.7.16 


|det 4] = det H,. 


Quand dans cette relation on obtient l'égalité? 

7.7.21*. En appliquant le théorème de Schur, démontrer que l’énoncé 
du problème 7.7.16 donne lieu à la relation suivante entre les valeurs propres 
As ---, A, et &, ..., &, des opérateurs À et FH, respectivement : 


Re À, Re 4...Re A,=aœ...æ,. 


L'égalité s’obtient ici si et seulement si Re À,=&,, i=1, ..., n, pour la mise 
en ordre convenable des valeurs propres. 
7.7.22. Montrer que le nombre singulier maximal «x, d’un opérateur A 


vérifie l'inégalité 
«= 0(H,)+ o(H:). 


Jci o(H,) et p(H,) sont les rayons spectraux des opérateurs H, et H, de la 
décomposition hermitienne. 

7.7.23. Montrer que tout opérateur linéaire À d’un espace euclidien 
peut être mis sous la forme et sous une seule : 


A=S+K, 


où S est un opérateur symétrique, et X un opérateur antisymétrique. 
7.7.24. Démontrer que l'espace R,., (cf. 7.1.17) est une somme or- 
thogonale du sous-espace des matrices symétriques et du sous-espace des 
matrices antisymétriques. 
7.7.25. Que peut-on dire d’un opérateur linéaire À d’un espace euclidien 
si (4x, x)=0 pour tout vecteur x? Comparer le résultat au résultat de 7.7.2. 


$ 7.8. Pseudo-solution et opérateur pseudo-inverse 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans la première partie du paragraphe 
nous traitons des propriétés des pseudo-solutions et de la pseudo-solution normale de 
l'équation Ax=—b, où, dans le cas général, À est un opérateur dewxy, b un vecteur fixé de 
l'espace Y. Nous indiquons également certaines méthodes de calcul des pseudo-solutions 
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fondées sur la recherche préalable des bases orthonormées de vecteurs propres des opé- 
rateurs 4*4 et AA*. Rappelons à propos que les bases e1, ..., en €t fi, ..., fm 
s'appellent bases singulières de l'opérateur À (et de l'opérateur 4°) siles vecteurs 1, ... 


«sy er Ctf1, -.., fr Qui correspondent aux valeurs propres non nulles aï, sp &, SONt 
liées par les relations 


1 
fim— A, i=1,...,r. 
& 


Les bases singulières jouent le rôle principal dans la démonstration de diverses 
propriétés d'un opérateur pseudo-inverse que nous étudions dans la deuxième partie 
du paragraphe. Nous traitons cette question d’une façon plus large que l'imposent les 
objectifs didactiques immédiats, compte tenu que les cours d’algèbre linéaire passent 
pratiquement sous silence tout ce qui a trait à l'opérateur pseudo-inverse, alors que les 
ouvrages spéciaux donnent des interprétations les plus variées à première vue (bien que, 
certes, équivalentes) de cette notion. Nous donnons plusieurs définitions de ce genre 
et proposons de démontrer leur équivalence. Nous montrons également que la série des 
classes d'opérateurs qui agissent dans un espace unitaire (opérateurs normaux, hermitiens, 
non négatifs) est fermée par rapport à la pseudo-inversion. 


7.8.1. Soit b; la projection d’un vecteur b sur l’image T', d’un opérateur 
A. Démontrer que toute pseudo-solution de l'équation Ax=b est une 
image réciproque du vecteur b.. 

7.8.2. Montrer que l’ensemble des pseudo-solutions de l’équation 
Ax=b est un plan dont le sous-espace directeur est le noyau N, d’un 
opérateur 4. Ce plan est un sous-espace si et seulement si b appartient au 
noyau W,- de l’adjoint A*. 

7.8.3. Montrer qu’une pseudo-solution normale de l’équation Ax=b 
peut être définie comme une pseudo-solution de cette équation, orthogonale 
au noyau d’un opérateur À ou, ce qui revient au même, comme une pseudo- 
solution qui appartient à l’image de l’adjoint 4*. 

7.8.4. Soient À un opérateur de l'espace des polynômes A, muni de 
produit scalaire (7.1.7), g(r) le polynôme donné de M,. Trouver toutes les 
pseudo-solutions et la pseudo-solution normale de l’équation 4/=£. 

7.8.5. Comment sont liées entre elles les pseudo-solutions et les pseudo- 
solutions normales de l'équation Ax=b et des équations a) x Ax=b; 
b) Ax= ab; c) «Ax=«b, où à est un nombre différent de zéro? 

7.8.6. Comment sont liées entre elles les pseudo-solutions normales 
de l’équation 4x=b et des équations a) UAx= Ub; b) 4AVx=b? la U et V 
sont des opérateurs unitaires. 

7.8.7. Soit À un opérateur normal et supposons connue la base ortho- 
normée e,, ..., e, composée de vecteurs propres de cet opérateur. Comment 
trouver les pseudo-solutions et la pseudo-solution normale de l'équation 
Ax=b? 

7.8.8*. Soit À un opérateur de rang r d’un espace X de dimension n 
dans un espace Ÿ de dimension m. On connaît la base orthonormée e:, ...,e, 
de vecteurs propres de l’opérateur 4* A et les valeurs propres correspondantes 
af, ..., aa, =0,i=1,...,r). Démontrons que : 

a) les pseudo-solutions de l'équation Ax=b sont décrites par la formule 


X=Pie+ to + B,e,+ Vent os + Vhln) 
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où 
L (b, Ae:) _ A, e«) - 
B, (4e, Aei) on 9 I 1, ee 


et Vis <-- YA SOnt des nombres arbitraires; 
b) la pseudo-solution normale est donnée par le vecteur 


Xo=B1e1+ .. +b,e,. 


7.8.9. Pour l'opérateur À du problème précédent on connaît la base 
orthonormée /1, ..., f. de vecteurs propres de l’opérateur 44* (en outre, 
a«>0, i=1, ..., r). Démontrer que la pseudo-solution normale de l’équa- 
tion 4x=b peut s'établir d’après la formule 


Xo=E1 A" fit... +E At, 
où 
E, = 0:10 1= |; ss le 
œ 


Trouver la pseudo-solution normale des systèmes suivants d'équations 
linéaires en considérant que dans les espaces arithmétiques correspondants 
les produits scalaires sont introduits d’après (7.1.4) : 


7.8.10*. 279x,+ 362x;— 408x3= 0, 
S15x, — 187xo+ 734x3= 0. 


7.8.11. 27x,—-55x,=1, 
… 13x,+ 27x:= 1, 
Lux 14x, + 28x,= I. 


7.8.12. x, + Xo+ Xxa+ X=2, 7.8.13. x, +x,=2, 


Lt Xrt XX 3, X1—X2=0, 
Xi+Xot Xs+X= 4. 2x, +x:=2. 
7.8.14. — X1—2Xo= , 
2x,+4x=0, 
X1+2X%=0, 
3x, +6x:=0. 
7.8.15. 2X,—Xo _ 1, 
—XitXtXs =0, 
Xo+ 2Xs= 1. 
7816. 2x— x =1, 
—X+(1+e)x.+xs =0, (e0), 
Xot+2Xs= 1. 
°7.8.17. 2X, — Xo = 1, 
—X1+Xot X3=0, 


X+(2+e)xs=1l, (e0). 
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78.18%. 5x—3x,  —2, 
Axo+ 2xa+ 2x5= 3, 
2Xo+ 2x3 = 0, 
—3x;+x, = —2, 
2Xo+ 2x;= 3. 


7.8.19. Trouver l’opérateur pseudo-inverse de l’opérateur nul de # 
dans }. 

7.8.20. Démontrer que pour un opérateur non dégénéré l’opérateur 
pseudo-inverse coïncide avec l’opérateur inverse. 

7.8.21. Trouver l’opérateur pseudo-inverse de l'opérateur de dérivation 
dans l’espace des polynômes M, muni de produit scalaire (7.1.7). Comparer 
l'opérateur obtenu avec l’opérateur adjoint (cf. 7.1.34). 

7.8.22. Démontrer que pour tout opérateur À et le nombre «x non nul 


_i 
(«4)*== A*. 


7.8.23. Démontrer que quels que soient les opérateurs unitaires U et Y, 

a) (UA)*= ATU*; 

b) (47)*=V#At, 

7.8.24. Montrer que l’image et le noyau de l’opérateur pseudo-inverse 
A*t coïncident respectivement avec l’image et le noyau de lopérateur 
adjoint 4*. 

7.8.25. Considérons un opérateur À comme un opérateur de T,- dans 
T,, et l’opérateur pseudo-inverse 4A* comme un opérateur de T, dans Tic. 
Montrer que sur ce couple de sous-espaces les opérateurs À et 4* sont 
inverses réciproquement. Cela signifie que, quels que soient le vecteur x de 
T° et le vecteur y de T;, 


ATAx=x, AA‘y=}y. 


7.8.26. Montrer que les propriétés de l'opérateur pseudo-inverse 
indiquées dans 7.8.24 et 7.8.25 sous l'hypothèse supplémentaire de la 
linéarité sont équivalentes à la définition de l’opérateur pseudo-inverse. 

7.8.27. Soient e,, ..., e, et f,, ..., f, les bases singulières d’un opéra- 
teur À. Trouver dans ce couple de bases la matrice de l’opérateur pseudo- 
inverse A*. 

7.8.28. Montrer que les bases singulières d’un opérateur À sont égale- 
ment les bases singulières de l’opérateur pseudo-inverse A*. De plus, les 
nombres singuliers non nuls de 4 et de A4* sont inverses réciproquement. 

7.8.29. Montrer que (4*)*= A. 

7.8.30. Montrer que (4*)*=(4*)*. 

7.8.31. Montrer que l’opérateur pseudo-inverse d’un opérateur hermitien 
est encore hermitien. 

7.8.32. Prouver que l'opérateur pseudo-inverse 4° d’un opérateur 
normal À est encore normal. Trouver la relation entre les valeurs propres 
des opérateurs À et 4*. 
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7.8.33. Démontrer que, quel que soit £ naturel, un opérateur normal 
A vérifie les relations (4*)*=(4*}. 

7.8.34. Démontrer que l’opérateur pseudo-inverse d’un opérateur non 
négatif est encore non négatif. 

7.8.35. Soient A= HU et A=U,H, les décompositions polaires d’un 
opérateur À. Trouver les décompositions polaires de l’opérateur 4*. 

7.8.36. Démontrer que pour qu’un opérateur À coïncide avec son 
pseudo-inverse il faut et il suffit que : 

a) l’image T, et le noyau N, soient orthogonaux; 

b) l’opérateur induit A/T, vérifie l’égalité 

(AIT 1) = AT. 

En particulier, ces conditions sont observées pour un opérateur de projection 
orthogonale. 

7.8.37*. Soient les opérateurs À ct B tels que 4*B=0 et BA*=0. 
Démontrer que (4+ B)*= 4*+ B*. 

7.8.38*. Les opérateurs À et B vérifient la relation T,=T;.. Démontrer 
que (BA)*= A*B*. 

7.8.39. Démontrer l'égalité 


AATA= À. 
7.8.40. Démontrer que le sens géométrique de l’équation 
AXA= A (7.8.1) 


par rapport à l’opérateur linéaire X consiste dans le fait que sur le couple 
de sous-espaces XT, et T, les opérateurs À et X doivent être réciproquement 
inverses au sens défini par 7.8.25. 

7.8.41. Démontrer que l’opérateur pseudo-inverse A* peut être défini 
comme un opérateur linéaire vérifiant l’équation (7.8.1) et possédant la 
même image et le même noyau que l’adjoint A*. 

7.8.42*. Prouver que chacune des définitions ci-dessous est équivalente 
à la définition de l'opérateur pseudo-inverse : 

a) un opérateur X vérifiant l’équation (7.8.1) et tel que 

X= A*B=CA* 
pour certains opérateurs linéaires B et C'; 
b) un opérateur X vérifiant l’équation (7.8.1) et tel que 
X= A*DA* 
pour un certain opérateur linéaire D; 
c) un opérateur X vérifiant l'équation 4*AYX= A* et tel que 
X= A*AF 
pour un certain opérateur linéaire F. 


7.8.43. Démontrer que le rang de l'opérateur (4*}° est égal au rang de 
l'opérateur 4°. 
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7.8.44. Un opérateur À agit de l’espace X dans l’espace Y. Démontrer 
que l’opérateur A*A est hermitien et qu’il consiste à réaliser la projection 
orthogonale de l’espace X sur le sous-espace T se. 

7.8.45. Décrire le sens géométrique des restrictions imposées à un 
opérateur * par le système d’équations 


AXA= A 
(XA}* = XA. 
7.8.46. Prouver l'égalité A*AA4Ÿ= At. 


7.8.47. L'opérateur X vérifie le système (7.8.2). Quelle est la nouvelle 
restriction que l’équation 


(7.8.2) 


XAX=X 


impose à cet opérateur ? 


7.8.48. Prouver que pour l'opérateur À du problème 7.8.44 l'opérateur 
AA* est hermitien et qu’il consiste à réaliser la projection orthogonale 
de l’espace Y sur le sous-espace T,. 

7.8.49. Prouver que les conditions 


AXA=A, XAX=X, 
(XA)*=XA, (AX*)=AX 


définissent univoquement l’opérateur pseudo-inverse. Ces conditions 
s'appellent équations de Penrows du nom du mathématicien anglais qui a été 
l'un des premiers à introduire l’opérateur pseudo-inverse (plus précisément, 
la matrice pseudo-inverse). 


$ 7.9. Formes quadratiques 


Présentation des problèmes du paragraphe. Voici les questions essentielles discutées 
dans ce qui suit : 

Réduction de la forme quadratique à la forme canonique par transformation ortho- 
gonale des inconnues. 

Loi d'inertie, congruence des matrices, détermination des indices d'inertie à l’aide 
des mineurs principaux. 

Réduction simultanée d’un couple de formes quadratiques. 

Méthode de Lagrange de réduction à la forme canonique envisagée seulement dans 
son application aux formes définies positives. Décomposition possible qui en découle 
d’une matrice définie positive en un produit de deux matrices triangulaires réciproquement 
transposées, qui est à la base d’une des méthodes les plus efficaces de résolution des 
systèmes d'équations linéaires à matrices de cette classe. Nous attachons une grande 
importance à cette méthode et à ses aspects numériques. 

Fe USE que toutes les matrices examinées dans le présent paragraphe sont supposées 
cs. 


Pour chacune des matrices quadratiques ci-dessous trouver la trans- 
formation orthogonale des inconnues qui réduit cette forme à la forme 
canonique et noter la forme canonique obtenue : 

7.9.1. 2x5+ 5x5 + 2x5 —4xix2 — 2x1X3 + XX. 

7.9.2. —3x5+4x,xo+ 10x,x3— xx. 
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79.3. —xi+x2— 5x3 + 6x1X3 + 4xoX0. 

7.9.4. 2x,x,+6%x2%X3. 

7.9.5. xi+4x2+x5+ 4x5 + 4xixa+ 2x1Xxa + dxaX a+ dxoX a+ Box a+ dXxaxs. 

7.9.6*. Supposons qu’une forme quadratique peut être réduite par une 
transformation des inconnues, il se peut dégénérée, à la forme 


F= pt + yÈ— phon— ce Var. 


Démontrer que l'indice d'inertie positif de la forme F ne dépasse pas k, 
alors que l’indice d'inertie négatif ne dépasse pas /. 

7.9.7. Prouver que pour décomposer une forme quadratique en un 
produit de deux formes linéaires 1l faut et il suffit que le rang de la forme 
ne dépasse pas deux, et que pour un rang égal à deux, la signature soit nulle. 

7.9.8. Montrer que le rang et la signature d’une forme quadratique 
sont de même parité. 

7.9.9. Des matrices réelles À et B d'ordre nXn sont dites congruentes 
s’il existe une matrice non dégénérée P telle que B=PTAP. Montrer que la 
congruence sur l’ensemble des matrices carrées d’ordre donné est réflexive, 
symétrique et transitive. 

7.9.10. Démontrer qu’une matrice À est congruente à une matrice dia- 
gonale si et seulement si elle est symétrique. 

7.9.11. Démontrer que des matrices symétriques À et B sont congruentes 
si et seulement si elles ont le même nombre de valeurs propres positives 
et le même nombre de valeurs propres négatives. 

7.9.12*. En appliquant les propriétés des valeurs propres des matrices 
symétriques et de leurs sous-matrices principales (cf. 7.4.35) démontrer la 
proposition suivante : soit À la matrice d’une forme quadratique F à n 
inconnues, et supposons que tous les mineurs principaux directeurs de À soient 
différents de zéro. L'indice d’inertie positif (resp. négatif) de F est égal 
alors au nombre de coïncidences (changements) de signes de la suite numé- 
rique 

1, D,, D, ..., D,, 


où D, est le mineur principal directeur d’ordre i. Cette règle de définition 
des indices d'inertie est due à Jacob. 

7.9.13*. Soient dans les notations du problème 7.9.12 un mineur nul 
D,, k=<n, et des mineurs D,_, et D,.,, différents de zéro. Démontrer que 
Dy-1 Dry <0. | | 

7.9.14*. Soit dans la suite 1, D,, ..., D, le déterminant DO, mais 
pour k<n, le mineur D, peut être nul. Dans chacun de ces cas supposons 
que D,_, et D,., sont différents de zéro. Attribuons d’une façon arbitraire 
des signes aux valeurs nulles de D,. Montrer que dans ces conditions la 
règle de Jacobi de calcul des indices d'inertie garde sa validité. Ce supplé- 
ment à la règle de Jacobi est dû à Gundel finger. 

7.9.15. Déduire les propositions de 7.4.44 et 7.4.45 de 7.9.12 et 7.9.14. 

Calculer les indices d'inertie des formes quadratiques ci-dessous : 

79.16. XiXo+ XoXs + X3Xs 
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79.17. xiXo+2X1Xa + 3XxaX at XoXa + 2XoX + XaX 4. 
7.9.18. x?+2x2+3x2+4x5+2xx0 + 2xx3 + 2xix a + 4x + 
+4xoXxa+ 6X3X4. | 
7.9.19. Soit dans une forme quadratique F(x,, ..., x,) le coefficient 
a, >0. Quel est le résultat de la transformation suivante des inconnues 
= (auXxi+ + GX) 


Yau 
Vi= Xi i=2, y Pl 


7.9.20*. Démontrer qu’une forme quadratique définie positive peut 
être ramenée à une forme normale par une transformation triangulaire des 
inconnues, c’est-à-dire par une transformation de la forme 


V1= SuX1T S19X0 + ….. + Sin Xn 
Y2= SoaXa+ ... + San X ns (7.9.1) 


Ya— SanXn» 
OÙ 513 5295 » + +» Snn SON différents de zéro. 


Réduire à la forme normale par une transformation triangulaire des 
inconnues les formes quadratiques suivantes : 

7.9.21. x2+2x2+3x5+2xixo + 2xXiXa + xx. 

79.22. xi+2xX5+2x$+2X1Xo + 2XoX3 

7.9.23. x2+4x2+ 11x$+24x8—2x,x3—4x,x4+ dxoxa+ 16xsX4. 

7.9.24. Démontrer que pour toute matrice définie positive À il existe 
ce qu’on appelle une décomposition triangulaire, c’est-à-dire une représenta- 
tion de la forme 

A=STS, (7.9.2) 


où S est une matrice triangulaire supérieure. 


7.9.25. Montrer que les éléments diagonaux de la matrice S de la 
décomposition triangulaire (7.9.2) et les mineurs principaux directeurs D, 
de la matrice À sont liés par les relations 


=, i=1,...,n; Dy=l 
Il en est de même pour les éléments diagonaux des formules (7.9.1). 

7.9.26. Démontrer que la décomposition triangulaire (7.9.2) d’une 
matrice définie positive À est unique si l’on introduit la restriction sup- 
plémentaire que les éléments diagonaux 5, soient positifs. 

7.9.27. Montrer que les éléments de la matrice S de la décomposition 
(7.9.2) peuvent être calculés de proche en proche dans l'ordre s,;, 5», ... 
es Sins S29» 529» +. San d'après les formules 


a e 
Su—=Ÿau; Sy=— j=2, es 1 


OT 
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NS 
Su Au 2, Su (G>1), (7.9.3) 
| t-1 
&ij— en SxiSks 
Ye — rm UF 


En appliquant les formules (7.9.3) trouver la décomposition triangulaire 
des matrices suivantes : 


7.9.28. | 4 2 7.9.29. | 9 —3 0 
5 —3 5 —4|. 
1 0-4 5 


79.30. |1 2 3 4 
2 5 8 11 
3 8 14 20 
4 11 20 30 


7.9.31. Une matrice définie positive À est d’une structure en bande, 
c'est-à-dire a,=0 pour |[i-jl=d=0. En utilisant les formules (7.9.3), 
montrer que dans ce cas, s,,=0 encore pour j—-i-d. 

7.9.32. Trouver la décomposition triangulaire de la matrice tridiagonale 
d’ordre n suivante : 


1 y2 
V2 3 y2 
V2 3 V2 
A= CT 
3 V2 
Y2 3 


7.9.33. Montrer que si la matrice S est la décomposition triangulaire 
d’une matrice 4, sa sous-matrice principale S, est la décomposition tri- 
angulaire de la sous-matrice 4, de la matrice A. 

7.9.34. En utilisant les résultats du problème 7.9.30 trouver la décom- 
position triangulaire de la matrice 


1 2 3 4 5 
2 5 8 11 14 
3 8 14 20 2%6|. 


4 11 20 30 40 
5 14 26 40 55 
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79.35. Démontrer que les éléments de la matrice S de la décomposition 
triangulaire (7.9.2) vérifient l’inégalité 


De [551 = max ay. 


En déduire que si pour la matrice À, max |a,|=1, alors max [sy|=1. 


Ainsi, le calcul de la décomposition triangulaire d'une matrice définie 
positive ne donne pas lieu à la croissance des éléments (au sens indiqué). 

7.9.36. Trouver le nombre de multiplications, de divisions et d’extrac- 
tions d’une racine carrée nécessaires pour calculer la matrice d’une dé- 
composition triangulaire d’après les formules (7.9.3). 

7.9.37. Supposons donnée la décomposition triangulaire d’une matrice 
définie positive À. Proposer une méthode de résolution du système d’équa- 
tions linéaires Ax=b. 

7.9.38. Trouver le nombre total de multiplications et de divisions 
nécessaires pour résoudre le système d’équations linéaires Ax=b à matrice 
définie positive À à l’aide du calcul de la décomposition triangulaire de 
cette matrice d’après les formules (7.9.3) et la résolution ultérieure des 
systèmes d'équations linéaires à matrices triangulaires (cf. 7.9.37). Comparer 
ce nombre à celui de multiplications et de divisions nécessaires pour la 
réalisation de la méthode de Gauss. 

Cette dernière méthode de résolution d’un système d'équations linéaires 
à matrice définie positive s’appelle méthode de la racine carrée. 

7.9.39. Prouver qu’une matrice définie positive À peut être mise sous 
la forme du produit 

A=S,;ST, (7.9.4) 


où S, est une matrice triangulaire supérieure. 

7.9.40. Soient À une matrice définie positive, À la matrice symétrique 
à À par rapport à son centre, et = S$TS la décomposition triangulaire de À. 
Démontrer que la représentation (7.9.4) de À peut s’obtenir en cherchant 
la symétrie de chacune des matrices ST et $ par rapport à son centre. 

7.9.41. Démontrer que deux formes quadratiques F et G de mêmes 
inconnues peuvent être réduites simultanément à la forme canonique par 
une transformation linéaire non dégénérée si au moins l’une des formes 
F ou G est définie positive. 

7.9.42. On donne deux formes quadratiques F et G de mêmes inconnues, 
la forme G étant non dégénérée. Démontrer que s’il existe une transforma- 
tion linéaire non dégénérée qui réduit les deux formes à la forme canonique 


F=iyi+...+4%, 
G=pn}it ...+Un}n 
alors, pour toute transformation de ce type, la collection des rapports 
M de de 
9 
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est la même. Plus précisément, ces rapports sont des racines de ce qu’on 
appelle z-équation du couple de formes F et G : |A—zB|=0, où À et B 
sont les matrices des formes F et G respectivement. 

7.9.43. Les formes quadratiques F et G sont définies positives. 
Considérons deux transformations linéaires non dégénérées. L’une d’elles 
réduit la forme F à la forme canonique À, yi+ ...+12,y?, et la forme G 
à la forme normale; l’autre transformation réduit la forme F à la forme 
normale, et la forme G à la forme canonique u,z5+ ...+u,z?. Quelle est 
la relation entre les coefficients À,, ..., À, et a, ..., 4,7? 

7.9.44. Prouver que les formes F et G peuvent être réduites simultané- 
ment à la forme canonique par une transformation linéaire non dégénérée 
si les matrices de ces formes sont commutables. 

Pour chacun des couples des formes quadratiques ci-dessous trouver la 
transformation linéaire non dégénérée qui les réduit à la forme canonique. 
Indiquer les formes canoniques obtenues : 

79.45. F=xi+2x+3x$+2x1X—2x1Xs, 

G=2x5+8x5+ 3x3 + 8xix2 + 2x1X3 + xx. 

79.46. F=xi+5x5+ x3+2x1Xx2 + 6x1Xx3+ 2xoxs, 

G=x-2x2+ Xs+ 4Xx,X2— 10x,x3+ 4XoXs . 
79.47. F=xi-5x5— 14x$+4x,x, + 6x,X3—8X2X3 , 
G=—x$—14x5—4x$+ 8x1Xx0 — 2X1Xa + 4xoXs . 
79.48. F=xi+3x5+x$— x8— 2x1X0 — 4xoXa + 2XaX 4 
G=xi+2x5+ 2x5 + 2x5 — 2x, Xo — 2X0X3 — 2XaX 4 - 
79.49. F= Xi + x + x + x + 2x 1x0 + xx + 2xiX + 
+2XoXa + 4XoXy + 2X3X 4, 
G=2xi+2x5+2x$+ 2x5 —2xix0 + 2xX1Xs — 2x X— 
— 2XxaXs+ 2x4 — 

7.9.50. Soient F et G des formes quadratiques de mêmes inconnues 
X1» +. Xh de plus, G est définie positive. Numérotons les racines de z- 
équation du couple de formes F et G dans l’ordre décroissant : z=2Zz= 

..=Zz,. Démontrer que la racine maximale z, et la racine minimale z, 
vérifient les représentations 


_ FCx,...,Xn) 
cn dus G(x1,..., Xn) ? 
Xi... +Xxn#0 
… : Fx1,...,Xn) 
Zn 2 es 2 G(x1, , Xn) 


7.9.51. Formuler et démontrer l’analogue du théorème de Courant- 
Fischer pour le couple de formes du problème précédent. 


CHAPITRE 8 


PROBLÈMES MÉTRIQUES 
DANS UN ESPACE VECTORIEL 


$ 8.0. Terminologie et généralités 


Un ensemble X s’appelle espace métrique si à chaque couple de ses 
éléments x et y on fait correspondre un nombre non négatif p(x, y) appelé 
distance entre x et y; de plus, on respecte les axiomes suivants : 

1. o(x, y)=0 si et seulement si x= y; 

2. o(x, p)= (y, x); 

3. o(x, z)=o(x, y)+ e0, 2). 

Soit M, un sous-ensemble d’un espace métrique X. L’ensemble des 
éléments xE X n’appartenant pas à M, est dit complémentaire de M. Si M, 
M, ... sont des sous-ensembles de X#, on appelle réunion l’ensemble des 
éléments dont chacun appartient au moins à l’un des ensembles M,, M, .... 
On appelle intersection de M,, M,, .…. . l’ensemble des éléments qui font 
partie de chacun des ensembles M, M, re 

On appelle boule S(a, r) l’ensemble des éléments x de X qui vérifient la 
condition 


o(a, x)<r. 
L'élément a s’appelle centre de boule, le nombre positif r, rayon de boule. 


On appelle voisinage de l’élément x toute boule de centre x. Dans un 
espace métrique * l’ensemble M est dit ouvert si avec chacun de ses éléments 
x il contient un certain voisinage de cet élément. 

Un élément x€ X s’appelle point limite d’un ensemble M si tout voisinage 
de cet élément contient au moins un élément de À qui ne coïncide pas 
avec x. L'ensemble obtenu par l’adjonction à M de tous les points limites 
s'appelle fermeture de M notée M. L'ensemble M est dit fermé si M=M. 

On appelle boule fermée de centre a et de rayon r l’ensemble S(a, r) des 
éléments x de X qui vérifient la condition 


p(x, a)=r. 


L'élément x, d’un espace métrique X s'appelle limite d’une suite {x,} 
d'éléments x, Xos -.., Xn, ... de À Si p(xXs, X,)-0 pour n—. Dans ce 
cas on écrit 


XnX 
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ou bien " 
lim x,= Xp. 
Lt nn d 


La suite {x,} admettant une limite est dite convergente (vers xo). 

Une suite {x,} d'éléments d’un espace métrique est dite fondamentale 
si pour tout nombre 0 il existe un indice N(e) tel que p(x,, x,)<e pour 
n,mz=N(e). 

Si dans un espace métrique X# toute suite fondamentale converge vers 
une certaine limite, l’espace X est dit complet. 

Un espace vectoriel X réel ou complexe s’appelle espace vectoriel normé 
si à chaque vecteur xEX on associe un nombre réel |x|| appelé norme 
du vecteur x tout en vérifiant les axiomes suivants : 


1. ||x| =0, de plus, ||x||=0 seulement si x=0; 
2. |x+»ll=llxi+|lril Gnégalité triangulaire); 
3. [x] = |A] |fxi|. (8.0.1) 


Si l’on pose 
eCx, y)=1Ix- y}, 


un espace normé peut être considéré comme un espace métrique. La con- 
vergence de la suite par rapport à une telle distance s’appelle convergence 
en norme. 

Un ensemble M d’un espace vectoriel normé X est dit borné s’il existe 
un nombre positif C tel que ||x||=C pour tout x de M. 

On appelle boule unité d’un espace normé X l’ensemble des vecteurs 
x tels que [x] = 1 (|x||= 1). 

Dans un espace normé l’ensemble M est dit convexe si avec deux de ses 
vecteurs quelconques x et y 1l contient le segment Ax+(1—/1)y, 0=<2=<1 
tout entier. 

Tout espace vectoriel normé de X de dimension finie est un espace métrique 
complet. Le fait que l’ensemble M de X est borné est équivalent au fait que 
dans toute base de l’espace X les coordonnées de tous les vecteurs x de M 
sont bornées. De même, la convergence de la suite {x,} vers le vecteur x, 
est équivalente au fait que dans toute base de l’espace X les coordonnées 
des vecteurs x, convergent vers les coordonnées correspondantes du vec- 
teur xs. 

Un exemple d’espace normé est donné par un espace arithmétique 
de dimension n dans lequel la norme du vecteur x=(x;, x ...æ,)" est définie 
par l'égalité 

xl, = (e1lP+ læolP+...+ ler), pæal. (8.0.2) 


L'inégalité triangulaire de cette norme s’appelle inégalité de Minkowski. 
Cette dernière se déduit de l’inégalité de Hôlder: 


ñ n Upf hn 1/q I l 
Slaé=(S le) (Zl&I), 1+l2. Go 
kom1 Kk=]1 km] P q 
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Soient X et Y des espaces normés aux normes ||x|l, et |y]| respective- 
ment. On dit que dans l'espace des opérateurs w,y la norme |'A| est 
concordante avec les normes vectorielles des espaces X et Y, si 


4x = || A1] 1xilx (8.0.4) 
pour tout xE X et tout opérateur A€wyy. 
Si X est un espace normé à norme |x|, dans l’espace w,x, la norme 
définie par l'égalité 
sup 421 
D [xl 


est dite subordonnée à la norme rs xl}. Outre les axiomes usuels, 
la norme subordonnée jouit encore d’une propriété spéciale par rapport 
à la multiplication des opérateurs : 


1L4B]= |A 1181. (8.0.6) 


Les définitions des normes concordante et subordonnée s'étendent 
immédiatement sur les espaces des matrices considérées comme des opéra- 
teurs dans des espaces arithmétiques. Si, en particulier, on introduit dans 
un espace arithmétique la norme ||x||, [cf. (8.0.2)], la norme subordonnée 
A A LA est notée ||4|,. 11 est question le plus souvent des normes 
VAlhs 14e 1lAÏ. 

Même dans le cas où la norme des matrices considérée n’est pas 
subordonnée, nous supposerons qu’elle observe la propriété (8.0.6). 

Supposons qu’une matrice À soit de la forme A=E+B, où |B|<1 
pour une certaine norme matricielle. Dans ce cas À est non dégénérée 
et pour la norme de l'inverse on vérifie l’estimation 


. E 
LA er: (8.0.7) 


Supoosons qu’on examine le système d’équations 
Ax=b 
à matrice carrée non dégénérée À et le système perturbé 
(Ate1)X=b+e,. 
On suppose par rapport à la matrice e, que 
Ileall =. 


Cette condition assure la non-dégénérescence de la matrice 4+e,. Si 
l’on pose 


AÏ= 


(8.0.5) 


_ Nx- x __ Îleal leell 
= y > 4 qe => 
on a l’estimation 
41! 11472] 


15° 


228 PROBLÈMES MÉTRIQUES DANS UN ESPACE VECTORIEL [Ch. 8 


On suppose ici que la norme des matrices || 4|| est subordonnée à la norme 
vectorielle ||x||. 

Le produit ||4| || 471! s'appelle nombre de conditionnement ou condi- 
tionnement tout court de la matrice À et on le note cond (4). S'il faut 
expliciter une norme matricielle par rapport à laquelle on choisit le condi- 
tionnement, on écrit cond, (A), cond, (4) ou cond... (4). 

Comme le montre l’estimation (8.0.8), le conditionnement caractérise 
la sensibilité de la solution du système d’équations linéaires Ax=b aux 
perturbations de ses coefficients. Il est d’usage de dire mal conditionnées 
pour les matrices à conditionnement important. 

Soient À une matrice d’ordre nr X n de structure simple à valeurs propres 
À» --.» À, À la matrice non dégénérée dont les colonnes sont des vecteurs 
propres de la matrice 4. Toutes les valeurs propres de la matrice A+e, 
sont comprises alors dans le domaine du plan complexe qui est une réunion 
de n disques 

|[z—2,|=cond(#)leal, i=1,...,n. (8.0.9) 


Ici par norme de matrices on entend l’une des normes ||[4]|,, | 4lL, ||41|.. 


$ 8.1. Espace vectoriel normé 


Présentation des problèmes du paragraphe. Outre les exercices sur les notions métriques 
essentielles, nous examinons dans ce paragraphe deux questions encore : l'équivalence 
des normes dans un espace vectoriel de dimension finie et la relation de dualité des normes 
par rapport au produit scalaire. Les faits relatifs aux normes duales nous permettront 
d'introduire dans le paragraphe suivant la relation d'ordre partiel sur l’ensemble des 
normes d'opérateurs. 


8.1.1. Montrer que dans un espace euclidien (unitaire) la longueur 
d’un vecteur vérifie les axiomes d’une norme. 

8.1.2. Dans un espace X de dimension n on a fixé une base e,, ..., e,.. 
Soit x un vecteur arbitraire de X à décomposition suivant la base 


X= er + antot ... Fan. 
Montrer que dans X une norme peut être définie par l'égalité : 
a) [xl1={el+ l@el +... +lels 
b) [xilz= (lol? + 1uol+ + laenl") 5 
0) {xl = max |al; 
d) en général, pour tout nombre positif p, p>1, 
(xl, = (lol? + lool? + + 1e, ]P)7P. 


8.1.3. Soient m(x) et n(x) deux normes d’un espace vectoriel X. Montrer 
que les normes de cet espace sont également 

a) p(x)= max (m(x), n(x)); 

b) g(x)=am(x)+Bn(x), où x et B sont les nombres non négatifs fixés 
non simultanément nuls; 


©) r()= (mx) + rx). 
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8.1.4. Soit P un opérateur linéaire non dégénéré de l’espace vectoriel 
normé * à norme |x|. Démontrer que m(x) où 


m(x)=||Px|, (8.1.1) 
est également une norme de X. 


8.1.5. Un espace vectoriel X est somme directe des sous-espaces Z, 
et L,. De plus, on introduit sur Z, la norme mx), sur L, la norme (x). 
Soit x un vecteur arbitraire de X#; en outre, x=x;+x, où x,€L,; x2€ Lo. 


Adoptons 
x =#(x,)+ (2). 


Montrer que par ce procédé on introduit la norme sur l’espace X. 


8.1.6. Rejetons dans la définition de la norme la restriction imposant 
à une norme d’être nulle seulement pour le vecteur nul. La fonction de 
vecteur ainsi obtenue est dite semi-norme. De la sorte, la semi-norme ||x|| 
est définie par les axiomes : 

a) [x =0; 

b) {lxx||= Ja ]|xl|; 

c) Ix+»l=1lxi+ pi. 

Démontrer que si on introduit dans un espace vectoriel X la semi-norme 
xl}, 11 vient : 

a) l’ensemble des vecteurs tels que la semi-norme soit nulle est un 
sous-espace vectoriel L de l’espace X'; 

b) tous les vecteurs du plan x,+ÆL ont la même semi-norme; 

c) en associant à chaque plan x,+ L la valeur générale de la semi-norme 
de ses vecteurs, on obtient la norme sur l’espace quotient de l’espace X par 
le sous-espace L. 

8.1.7. Démontrer que pour n'importe quels quatre vecteurs x, y, z, u 
d’un espace normé on vérifie l’inégalité 


[x—»l-1z-24|}=< 1x 21+ 19-41. 


8.1.8. Démontrer que la boule |[x— x,||<r est un ensemble ouvert. 

8.1.9. Démontrer que la réunion d’un nombre quelconque d’ensembles 
ouverts est un ensemble ouvert. 

8.1.10. Montrer que toute boule est un ensemble borné. 

8.1.11. Montrer que tout plan de dimension positive n’est pas un 
ensemble borné. 

8.1.12. Montrer que toute boule est un ensemble convexe. 

8.1.13. Montrer que tout plan de dimension positive est un ensemble 
convexe. 

8.1.14. Prouver que la boule [x— x,||=r est un ensemble fermé. 

8.1.15. Démontrer qu’un complémentaire d'un ensemble ouvert est un 
ensemble fermé. 

8.1.16. Démontrer qu’un complémentaire d'un ensemble fermé est un 
ensemble ouvert. 
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8.1.17. Montrer que l'intersection d’un nombre quelconque d’ensembles 
fermés est un ensemble fermé. 

8.1.18. Montrer que la réunion d’un nombre fini d’ensembles fermés 
est un ensemble fermé. Donner un exemple qui montre que la réunion d’un 
nombre infini d’ensembles fermés peut déjà ne plus être un ensemble fermé. 

8.1.19. Démontrer que si x,—Xp, Yx— Yo; ON à : 


a) [x4ll—{lxol|; 
b) |Ix,—al|—]||x,+ a|| pour tout vecteur a; 


c) ax,+By,—-axo+ By, pour tous les nombres « et B; 

d) si la suite des nombres À, converge vers le nombre 4,, alors 
Aix hoXo- 

8.1.20. Prouver que si toute sous-suite non triviale d’une suite {x,} 
converge, alors la suite {x,} est encore convergente. On dit triviale pour 
une sous-suite qui coïncide à partir d’un certain terme avec la suite initiale. 

8.1.21. Démontrer que si x, est le point limite d’un ensemble M, il 
existe une suite {x,}, x,€ M, convergente vers x,. 

8.1.22. Démontrer que la fermeture d’un ensemble convexe est encore 
un ensemble convexe. 

8.1.23. Démontrer que de toute suite bornée de vecteurs d’un espace 
normé on peut extraire une sous-suite convergente. 

8.1.24. Démontrer que tout ensemble infini borné possède des points 
limites. 

8.1.25. On appelle distance du vecteur x à l’ensemble M la grandeur 

o(x, M)= inf ||x— y. 
YEM 


Montrer que si M est un ensemble fermé, il existe un y,€ M tel que p(x, M)= 


=||x— Yoll. 
8.1.26. On appelle distance entre les ensembles M, et M, la grandeur 


O(M:, M2)=inf ||x— y]. 
XEM:, YEM:. 


Démontrer que si les ensembles M, et M, sont fermés et bornés, il existe 
des x,€ M, et y,€ M, tels que o(M,, M2)=||x0 — Yoll- 

8.1.27. Montrer que le résultat du problème 8.1.26 se conserve si on 
supprime la restriction imposant à l’un des ensembles M, et M, d’être borné. 
Donner un exemple qui montre que la proposition du problème est invalidée 
si les deux ensembles M, et M, ne sont pas bornés. 

8.1.28. Les vecteurs x, et y, sont-ils bien définis dans les formulations 
des problèmes 8.1.25, 8.1.26 et 8.1.27? 

8.1.29*. Soit M un ensemble convexe d’un espace euclidien (unitaire) 
et supposons qu’on adopte comme norme la longueur d’un vecteur. Démon- 
trer que dans la formulation du problème 8.1.25, le vecteur y, est dans ce 
cas bien défini. 
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8.1.30. Soient M, et M, des ensembles fermés bornés. Démontrer que 
l'ensemble N des vecteurs de la forme x+y, où xEM,, yEM,, est fermé 
et borné. 

8.1.31. Les ensembles M, et M, sont fermés; de plus, M, est borné. 
Démontrer que dans ce cas-là aussi la proposition du problème 8.1.30 sur 
la fermeture de l’ensemble N est vraie. Donner un exemple qui montre que 
pour des ensembles fermés non bornés M, et M, l’ensemble N peut ne pas 
être fermé. 

8.1.32*. Soit X un espace vectoriel réel ou complexe. L’application 
de X sur l’ensemble des nombres réels ou complexes respectivement s’appelle 
fonctionnelle sur X. Soit X un espace normé. Une fonctionnelle F(x) est dite 
continue au point X» Si XX) implique F(x,)—F(x,). Une fonctionnelle 
F(x) est continue sur l’ensemble M si elle est continue pour tout x, de M. 
Une fonctionnelle continue pour tout x de X est dite continue. 

Démontrer que : 

a) toute fonctionnelle linéaire sur un espace X est continue; 

b) si ||x|| est une norme introduite sur un espace X, toute autre norme 
m(x) de X est une fonctionnelle continue par rapport à ||x||. 

8.1.33*. Soient M un ensemble fermé borné et F(x) une fonctionnelle 
continue sur M. Démontrer qu’il existe un nombre positif c tel que [F(x)|= c 
pour tout x de M. 

8.1.34*. Démontrer que dans l’énoncé du problème précédent 1l existe 
dans M un vecteur x, tel que |F(x,)|= max |F(x)|. 

xeM 


8.1.35*. Prouver que pour deux nombres quelconques m(x) et n(x) 
d’un espace vectoriel Y, il existe des nombres positifs c, et c, tels que 


cuux) = mx) = Cn(x). (8.1.2) 


Comment choisir le plus grand des nombres possibles c, et le plus petit 
des nombres possibles c,? 
8.1.36. Dans les inégalités (8. 1.2) trouver les meilleurs nombres possibles 
c, et c, de chaque couple des trois normes ||x|],, ||xll2, [xl (cf. 8.1.2). 
8.1.37*. Dans un espace arithmétique de dimension n on considère 


les normes 
xl = (ol? + + |x [972 


m(x)=||Pxlle, 


où P est une matrice d’ordre nXn non dégénérée. Comment calculer pour 
ce couple de normes les meilleures constantes possibles c, et c, des inégalités 
(8.1.2)? 

8.1.38. Démontrer que l’ensemble M appartenant à un espace X et 
ouvert par rapport à la norme m(x) de cet espace est encore ouvert par 
rapport à tout autre norme. 

8.1.39. Démontrer qu’un ensemble M fermé par rapport à une norme 
quelconque d’un espace X est encore fermé par rapport à toute autre norme 
de cet espace. 


et 
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8.1.40. Démontrer que tout plan d’un espace normé X est un ensemble 
fermé et non pas un ensemble ouvert (sauf l’espace X lui-même). 

8.1.41*. Un espace X est somme directe des sous-espaces L, et Z.. 
L'ensemble fermé M, appartient à L,, et l’ensemble fermé M, à L.. Démon- 
trer que l’ensemble N des sommes x+y, où xE M, yE M, est fermé. Cons- 
tater qu’à la différence de 8.1.31 ici on n’impose la restriction d’être borné 
à aucun des ensembles M, ou M.. 

8.1.42. Dans un espace euclidien (unitaire) X, outre Ja longueur du 
vecteur, on examine encore la norme m(x). Adoptons pour tout y de # 


m(p=sup HER IGN! (8.1.3) 


mx) 


Montrer que cette expression est toujours finie et m*(y) satisfait à tous les 
axiomes de la norme. La norme obtenue m*(y) est dite duale de la norme 
m(x) par rapport au produit scalaire (x, y). 

8.1.43. Montrer que la détermination d’une norme duale est équivalente 
à chacune des expressions suivantes: 


a) m“y}= sup [GPl;  b) my}=max El 
TAx)= 1 xm0 

*(y)— : *(\— Re(x,}) , 

c) m{y)= max [(x, |; à) m'(y)=max CD ; 
mx)=1 x#0 


e) m*(y)= max Re (y, x). 
TKx)= 1 
8.1.44. Montrer que dans l’énoncé du problème 8.1.42, quels que soient 
les deux vecteurs x et y, 1ls vérifient l'inégalité 
IG, »)l= m(x)m* (y). (8.1.4) 
En outre, pour tout y il existe un vecteur x, tel que 
Go »)= mo) (p). 


8.1.45. Trouver la norme duale de la longueur d’un vecteur. 
8.1.46. Trouver la duale de la norme |x|.. = max |«,| dans un espace 
Î 


arithmétique de dimension nr muni de produit scalaire (7.1.4). 
8.1.47*. Démontrer en généralisant 8.1.46 que la duale de la norme 
xl, =(loul+ + 1x), p>1, 
est la norme ; 
1 1 
lxllo= (e7+ + LAURE 2 a 1. 


L'inégalité (6.1.4) que représente-t-elle pour ce couple de normes ? 


8.1.48. Quel que soit le vecteur x, les normes m(x) et n(x) d'un espace 
euclidien (unitaire) X vérifient l'inégalité "mx)=n(x). Montrer que quel que 
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soit le vecteur y, les normes duales m*(y) et n“*(y) donnent lieu à la relation 
inverse : m*(y)=n*(}y). 

8.1.49*. Démontrer que pour tout vecteur x, 1l existe un vecteur }y 
tel que l'inégalité (8.1.4) devient égalité. 

8.1.50. Montrer que la norme m**(x), duale de la norme duale m*(y), 
coïncide avec la norme initiale m(x). 


$ 8.2. Normes d’opérateurs et de matrices 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans le présent paragraphe nous examinons 
presque exclusivement les norme dans l'espace des matrices en vue des applications 
indiquées dans les paragraphes qui suivent. Bien entendu, toutes les propositions peuvent 
être formulées dans le langage des opérateurs. Soulignons que nous disons matricielle 
pour une norme qui en plus des trois axiomes usuels possède encore la propriété suivante 
associée à la multiplication des matrices : 


14B1=< 1141 1181. 


Nous étudions les différentes classes des normes matricielles et, en particulier, les 
propriétés d'une norme spectrale et euclidienne. Dans ce dernier cas nous donnons 
plusieurs relations métriques intéressantes analogues à celles qui ont lieu dans un plan 
complexe. A titre de conclusion, nous analysons les propriétés des normes subordonnées 
et la propriété de concordance entre les normes vectorielle et matricielle. Cette analyse 
conduit à la relation d'ordre partiel sur l'ensemble des normes. 


8.2.1. Démontrer que tout opérateur linéaire associe un ensemble borné 
à un ensemble borné. 

8.2.2. Est-il vrai qu’un ensemble ouvert est associé par un opérateur 
linéaire encore à un ensemble ouvert ? 

8.2.3. Est-il vrai qu’une transformation linéaire associe un ensemble 
fermé à un ensemble fermé? 

8.2.4. Démontrer qu’un opérateur linéaire arbitraire associe un ensem- 
ble fermé et borné à un ensemble fermé. 

8.2.5*. Soient M un ensemble fermé, À un opérateur linéaire. Démontrer 
que l’image réciproque de M (c’est-à-dire l'ensemble de x tels que Ax€ M) 
est encore un ensemble fermé. 

8.2.6“. Soit {4,} une suite d'opérateurs linéaires d’un espace normé #, 
et supposons que pour tout x de *, la suite {4,x} converge. Posons 

Ax= lim 4,x. 


L—— 


Montrer que 


a) l'opérateur À défini par cette égalité est linéaire; 

b) 4,-— À quelle que soit la norme sur l’espace des opérateurs. 

8.2.7. Montrer que la suite des matrices A,=(a&Ÿ) converge (quelle que 
soit la norme) vers la matrice 4=(a;) si et seulement si aŸ—a, pour 
tous les à, j. 

8.2.8. Montrer qu'une suite de matrices normaies ne peut avoir pour 
limite qu’une matrice normale. D'une façon analogue, une suite de matrices 
unitaires ne peut converger que vers une matrice unitaire; une suite de 
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matrices hermitiennes vers une matrice hermitienne; une suite de matrices 
définies positives vers une matrice définie positive. 

8.2.9. Montrer que quelle que soit la norme sur un espace des matrices, 
la norme de la matrice unité n’est pas inférieure à un. 

8.2.10. Soit ||4]| la norme sur l’espace des matrices d'ordre nXn. 
Montrer que 

a) M(4)=a |A, «>1; 

b) Z(4)=|}4*|; 

c) N(A)=||P"*AP|, où P est une matrice non dégénérée d'ordre n, 
sont encore des normes matricielles. 

8.2.11. Montrer que si MÆ(A) et L(A) sont des normes matricielles, 
N(A)= max {M(A), L(A)} est encore une norme matricielle. 

8.2.12. Démontrer que la fonction suivante d’une matrice nX n : 


K(4= À layl (8.2.1) 


est une norme matricielle. 

8.2.13. Soit E,, une matrice d'ordre n dont l’unique élément non nul 
égal à un est (i, j). Montrer que si pour tous les à, j, la norme matricielle 
14] vérifie l'inégalité 

El = 1, 
on a 
[4] = (4), 


où X(4) est la norme définie par la formule (8.2.1). 

8.2.14. Dans un espace arithmétique de dimension n on introduit le 
produit scalaire naturel (7.1.4). Dans un tel espace, la norme des matrices 
subordonnée à la longueur d’un vecteur s’appelle norme spectrale notée 
4. Démontrer que la norme spectrale d’une matrice est égale à son 
nombre singulier maximal. 

8.2.15. Comment calculer la norme spectrale a) d’une matrice diagonale; 
b) d’une matrice quasi diagonale ? 

8.2.16. Introduisons dans un espace des matrices d'ordre nXn un 
produit scalaire d’après (7.1.5). La longueur d’une matrice dans un espace 
euclidien (unitaire) obtenu est définie par la formule 


WAle=( À ler) 


qu’on appelle norme euclidienne d’une matrice. Montrer que pour des 
matrices 4 et B quelconques 


114 Bllz= | Ale |BÎe- 


8.2.17. Trouver la norme euclidienne d’une matrice unitaire d’ordre n. 
8.2.18*. Déduire l'expression de la norme euclidienne d’une matrice A 
d'ordre nX n à travers ses nombres singuliers «;, ..., æ.. 
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8.2.19. Démontrer que la norme spectrale d’une matrice 4 est égale 
à sa norme euclidienne si et seulement si À est de rang 1. 
8.2.20. Démontrer que pour les matrices U et V quelconques 


IUAVIe= Ales  IUAPTe= Ales 

8.2.21*. Démontrer les inégalités : 

a) | Ale=Vn|lAll; 

b) || AB||2= || Alle | BÎle > 

c) IlABIe=< ||Ale |1Blle. 

8.2.22. Soit la décomposition hermitienne 4= H,+iH, d’une matrice 4. 
Démontrer que 

a) [Aile Ales He Alle; 

b) IÆillé+1lHlle= Ale. 

8.2.23. Démontrer que pour toute matrice hermitienne H 


14 Ale 4- Fille. 


Ainsi, la matrice H, de la décomposition hermitienne de À est la matrice 
hermitienne la plus proche de À (au sens de la distance euclidienne). D'une 
façon analogue, la matrice iH, est la matrice antihermitienne la plus proche 
de À. Indiquer l’analogue de cette propriété dans le plan complexe. 

8.2.24. Soit 4= HU, la décomposition polaire d’une matrice 4. Montrer 


que 
IAE= 1 Æille+ 1 A2 


Quelle est la propriété des nombres complexes à laquelle correspond cette 
égalité? 

8.2.25*. Démontrer que pour toute matrice définie positive A la 
matrice unitaire la plus proche au sens de la distance euclidienne est la 
matrice unité E, la plus éloignée la matrice —£Æ. Que changerat-il si H est 
une matrice non négative ? 

8.2.26. Soit 4A= HU une décomposition polaire arbitraire d’une matrice 
À. Démontrer que toute matrice unitaire V vérifie les inégalités 


l4— Us 14e 11 4+ UÎ2. 


Indiquer la propriété correspondante des nombres complexes. 
8.2.27*. Soit À une matrice d'ordre nXn aux nombres singuliers 
Qj» --- &. Adoptons 


2 
E° 


S(A)=u+...+a,. (8.2.2) 


Démontrer que S(4) est une norme matricielle. 
8.2.28. Démontrer que quels que soient les matrices À et B et les 
nombres non négatifs « et B 


S(xA+BB)=aS(A)+BS(B). 
La norme S(4A) est définie par l’égalité (8.2.2). 
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8.2.29*. Montrer que dans la définition d’une norme subordonnée 
41 =sup JÆL 
x #0 [xl] 


l’abréviation sup peut être remplacée par max. 


8.2.30. Trouver les normes subordonnées des matrices des normes 
suivantes d’un espace arithmétique de dimension n : 


a) [lxi1= læ1l+ - ..+lol; 
b) {xl =max |c;|. 

Trouver les valeurs des normes obtenues sur la matrice diagonale D. 
8.2.31. Démontrer que toute matrice À d’ordre nXn vérifie l'égalité 


lAx] 
nr [a,|=max : 
xm0 x {la 


8.2.32. Les normes m(x) et n(x) d’un espace arithmétique sont telles 
que pour tout vecteur x m(x)=c n(x), où c est un nombre fixé. Montrer que 
les normes subordonnées correspondantes coïncident. 

8.2.33. Soit M(4) la norme des matrices subordonnées à la norme 
vectorielle m(x). Trouver la norme matricielle subordonnée à la norme 
nmx)=m(P x), où P est une matrice fixée non dégénérée. 

8.2.34. Soit À une matrice de rang 1 mise sous la forme de produit 
A=xy", où x et y sont des vecteurs colonnes de dimension nr. Démontrer 
l'égalité qui suit pour toute norme m(x) d’un espace arithmétique et toute 
norme subordonnée correspondante des matrices (4) : 


M(A)=m(x}m*(}), (8.2.3) 


où m*(y) est la norme duale de m(x) par rapport au produit scalaire (7.1.4). 
8.2.35. Trouver la valeur de la norme ||4] sur la matrice de rang 
1 à représentation connue 4= xy*. 
8.2.36. Soit M(A) une norme matricielle subordonnée. Démontrer que 
M(A) vérifie la représentation : 


M(A)= max x (8.2.4) 


8.2.37. Démontrer que la représentation (8.2.4) reste en vigueur encore 
dans le cas où l’on considère non pas toutes les matrices non nulles B, mais 
seulement les matrices de rang 1. 

8.2.38*. Démontrer qu’une norme matricielle subordonnée M(4) 
vérifie également la représentation 


M(4A)= max Hate 


TE - (8.2.5) 


Ici B parcourt l’ensemble des matrices de rang 1. 
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8.2.39. Soient M(4A) et N(A) des normes matricielles subordonnées 
et supposons que M(4)=N(A) pour tout 4. Démontrer que dans ce cas 
M{A)=N(A). 

8.2.40*. Soient m(x) et m*(x) des normes duales d’un espace arithmé- 
tique, M(4) et M*(4) les normes matricielles qui leur sont subordonnées. 
Démontrer que pour toute matrice A 


M(4)= M*(A*). 


8.2.41*. Démontrer que toute norme des matrices concorde avec une 
certaine norme d’un espace arithmétique. 

8.2.42. Montrer que si une norme matricielle || 4] concorde avec une 
norme vectorielle mx) et si M(4) est subordonnée à m(x), on a ||4| = M(4) 
pour toute matrice 4. Ainsi, la norme subordonnée M(4) est la plus petite 
de toutes les normes qui concordent avec la norme vectorielle m(x). 

8.2.43*. Démontrer que toute norme subordonnée des matrices concorde 
avec la norme vectorielle unique (à multiplication par un nombre près). 

8.2.44. Montrer que toute norme subordonnée M(4) est minimale au 
sens qu’il n'existe pas d’autre norme matricielle L(A) telle que 

L(A)= M(A) 
pour toute matrice A. 

8.2.45*. Supposons que la norme matricielle | 4] concorde avec la 
norme vectorielle m(x) telle que M(4) soit une norme subordonnée. De 
plus, |[4]| coïncide avec M(4) sur l’ensemble des matrices de rang 1. 
Prouver que m(x) est l’unique norme vectorielle (à multiplication par un 
nombre près) avec laquelle concorde ||4]|. 

8.2.46. Montrer qu’une norme euclidienne des matrices, ainsi qu’une 
norme S(4) [cf. (8.2.2)] concordent seulement (à multiplication par un 
nombre près) avec la norme ||x,||=(|al*+ ...+1œ,|*)"?. 

8.2.47. Sur la matrice unité E, une norme matricielle M(4) est égale à un. 
Est-ce que ceci signifie que M4(4) est une norme subordonnée ? 


S 8.3. Normes matricielles et systèmes d’équations linéaires 


Présentation des problèmes du paragraphe. Nous discutons ci-dessous des applications 
des normes matricielles à la résolution des systèmes d'équations linéaires définis (les 
systèmes non définis et incompatibles ont été examinés au $ 7.8). Ici les questions essentiel- 
les sont : 

Critère de non-dégénérescence des matrices. 

Estimations des normes des matrices inverses. 

Conditionnement des systèmes d'équations linéaires, propriétés des nombres de 
conditionnement. 

Estimation de la perturbation de la solution d'un système, la perturbation de ses 
coefficients étant donnée. 

: La résolution approchée d'un système avec estimation de la précision de la solution 
obtenue. 


8.3.1. Démontrer qu’une matrice A+B, où 4 est une matrice non 
dégénérée et || 471B|< 1, est encore une matrice non dégénérée. 
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8.3.2. Démontrer que si une matrice À est non dégénérée et la matrice 
A+ B est dégénérée, le nombre de conditionnement de À donne lieu à l’esti- 
mation 

cond (= ; 
8.3.3. Evaluer inférieurement le nombre de conditionnement cond. (4) 
de la matrice 
1 —1 1 
A=||—-1 € el, ex0. 
€ € 


8.3.4. Démontrer qu’une matrice U+B, où U est une matrice unitaire 
et où la norme spectrale de la matrice B est inférieure à l’unité, est non 
dégénérée. 

8.3.5*. Soit «x, le nombre singulier minimal d’une matrice 4 d’ordre 
nxXn. Démontrer que la distance (au sens d’une norme spectrale) de A 
à l’ensemble A4 des matrices dégénérées est 


02(A, M)=x,. 
8.3.6“. Démontrer que le nombre singulier minimal de la matrice 
du déterminant (3.3.1) ne dépasse pas 27{7-1), 
8.3.7*. Les nombres singuliers d’une matrice 4 d'ordre n sont «=... 


...=@,. Démontrer que la distance (au sens d’une norme spectrale) de À 
à l’ensemble M, des matrices de rang inférieur à r est 


4, M,)=a, r=1,2,...,n. 


8.3.8. Une matrice 4 d'ordre n est dite diagonalement dominante 
(suivant les lignes) si 


n 
7 2 Lay, i=1,...,n. 
Jni 


Démontrer qu’une matrice diagonalement dominante est non dégénérée. 
Enoncer le critère analogue de la domination suivant les colonnes. 


8.3.9*. Soit À la matrice divisée en blocs de la forme 


Au A1... A1 
A Ao A0 Q] Aok , 
An Aie... Aix 


où tous les blocs À,, sont carrés et sont de même ordre m; les blocs diago- 
naux 4, sont non dégénérés. De plus, tout à, 1=i=k, vérifie les inégalités 


Aa 1 (Aall+ + + + +14 all + MA all + + + + 1lA4all)< Le 
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Démontrer que À est non dégénérée. Formuler la proposition qui s'obtient 
sim=l1. 
8.3.10. La matrice 
) 1 0,1 —0,2 
1 O —0,1 0,1 
0,4 0,5 2 | 
—0,5 0,4 1 1 


A= 


est-elle non dégénérée ? 


8.3.11*. Soit À une matrice diagonalement dominante d'ordre n; 
de plus, pour un certain nombre positif « inférieur à l'unité 


n 
«la, |= 2 layl, i=],...,n. 
ja 


Démontrer que la norme de l'inverse 471 vérifie les estimations 


1 1 1 1 1 
min |a«| ° 1+a <l4 = min |a@ri| SET 
{ { 


(8.3.1) 
8.3.12. A l’aide des éléments diagonaux de la matrice À et du nombre 
« de l’énoncé du problème 8.3.11, évaluer inférieurement et supérieurement 
le nombre de conditionnement cond. (4). 
8.3.13. Evaluer inférieurement et supérieurement le nombre de con- 
ditionnement cond. (4) de la matrice d’ordre nXn 


1 10-12 10?  ... 10-(n-1 
10-1 2 102? ... 10-(1-1) 
10?  10-2 3 … 10-20 |. 


10-00 10-Cr-D 10--0 . ñ 


8.3.14. Soit R une matrice triangulaire d’ordre n telle que 

a) [r/|=< 1 pour tous les à, j; 

b) r,=1 pour tout i. 

Trouver la valeur maximale du nombre de conditionnement cond. (R). 

8.3.15. Supposons donnée la suite de matrices 4, d'ordre fixé n; de 
plus, |4,.i=1 et cond(4,)- pour k—. Démontrer que det 4,-0 

ur k— 0, 

Ainsi, l’ordre d’une matrice étant fixé, l’augmentation du nombre 
de conditionnement est associée à la diminution de la grandeur du déter- 
minant. Pourtant, comme le montre 8.3.14, n étant suffisamment grand, 
le nombre de conditionnement d’une matrice peut être très grand même 
si le déterminant vaut 1. 

8.3.16. Montrer que le nombre de conditionnement de toute matrice 
est borné inférieurement par 1. 


240 PROBLÈMES MÉTRIQUES DANS UN ESPACE VECTORIEL [Ch. 8 


8.3.17. Montrer que la multiplication d’une matrice À par un nombre 
non nul ne change pas le nombre de conditionnement cond (4). 

8.3.18. Trouver l’expression du nombre de conditionnement spectral 
d’une matrice normale non dégénérée À par les valeurs propres 4,, ... 


es A re 

8.3.19. Trouver l’expression du nombre de conditionnement spectral 
d’une matrice d’ordre nXn non dégénérée À par ses nombres singuliers 
ME... = Un: 

8.3.20. Démontrer que l'égalité cond, (4)=1 a lieu si et seulement 
si A=aU, où U est une matrice unitaire et « un nombre non nul. 

8.3.21. Montrer que la permutation des lignes et des colonnes d’une 
matrice À ne change pas les nombres de conditionnement cond, ; - £(A). 

8.3.22. Montrer que la prémultiplication et la postmultiplication d’une 
matrice À par des matrices U et V unitaires arbitraires ne changent pas 
les nombres de conditionnement spectral et euclidien. 


8.3.23. Démontrer les inégalités 


cond (4) cond (B) 


ce = cond (4B)= cond (4) cond (8). 


max! 
8.3.24. Donner une expression explicite du nombre de conditionnement 
euclidien condÆ (4) d’une matrice non dégénérée À d’ordre 2X2 par ses 
éléments. 
8.3.25. Montrer que parmi toutes les matrices 2X2 non dégénérées 
dont les éléments sont des entiers non négatifs ne dépassant pas 100, la 
matrice 


admet le nombre de conditionnement euclidien maximal. 
8.3.26. A la résolution de deux équations linéaires à deux inconnues 


AuX+ Go) =@Q1, GX + do Y = os 


100 99 
99 98 


dont la matrice À est réelle et non dégénérée, correspond le problème 
géométrique de la recherche du point d’intersection de deux droites données 
par les équations du système. Démontrer que l’angle «x de ces droites vérifie 
l'inégalité 


lctg «| ==? condg (4). 


8.3.27. Soit À une matrice définie positive. Démontrer que le nombre 
de conditionnement spectral de la matrice 4+&E est une fonction monotone- 
ment décroissante de « pour x>-0. 

8.3.28. Soient À une matrice définie positive, À, une sous-matrice 
principale arbitraire de À. Démontrer que 


cond, (4,)= cond. (4). 
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8.3.29. Soit 4=STS la décomposition triangulaire d’une matrice À 
définie positive réelle. Comment sont associés les nombres de conditionne- 
ment spectraux des matrices À et S? 

8.3.30. Evaluer inférieurement le nombre de conditionnement spectral 
de la matrice du système d’équations linéaires 


10 X+ 10 Xo+ 30 X3— — 5, 
0,1 X+ 0,5 Xo+ 0,1 X3— 0,55, 
0,03x,+ 0,01x,+ 0,01x:= 0,045. 


Indiquer le moyen de diminuer le nombre de conditionnement de façon 
que dans le système obtenu Âx=b on ait cond, (4)=3. Résoudre ce système. 
8.3.31*. Evaluer inférieurement le nombre de conditionnement spectral 
de la matrice du système 
x,+20 x—400x,= 1, 
0,2 x,— 2 x,— 20x,=0,2 
—0,04x,— 0,2x+  x3=0,05. 


Indiquer le moyen de diminuer le nombre de conditionnement de façon 


que dans le système obtenu 4y=b on ait cond, (4)=2. Résoudre ce système. 

8.3.32. Soient {x une norme sur un espace arithmétique, | 4| la 
norme des matrices qui lui est subordonnée. Montrer que si l’on change 
le second membre du système d’équations linéaires Ax=b pour un vecteur 
muni de normc égale au nombre £>0, la solution du système peut changer 
d’un vecteur muni de norme € || 4”1||. 


8.3.33. Evaluer la perturbation éventuelle de la solution du système 


x —2y=—1, 
—2x+40l1y= 2 


si l'on change de 0,01 les composantes du second membre. Trouver la 
solution du système donné et du système de même matrice, mais de second 
membre 


O1 


1 
2,01 


8.3.34. Trouver le nombre de conditionnement cond. (4) de la matrice 
du système 
5x—3,31y= 1,69, 
6x—3,97y= 2,03. 


Indiquer comment change la solution de ce système si l’on passe à un 
système de même matrice, mais de second membre 


-r 


2 
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8.3.35. Trouver la solution approchée du système 
2,503x,+0,002x,—0,004x:+0,001x,= 5, 
0,006x, — 3,002x,+0,001x,—0,001x,= 3, 
— 0,002x,+ 0,002x.,+ 4,998x.; + 0,004x,= 10, 
0,005x,—0,001x: +3,997x,= d, 
de façon que l'erreur de chaque composante ne dépasse pas 0,01. 
8.3.36. Trouver la solution approchée du système 


0,501x, — 0,499x,+ 0,001 xs =0,5, 

0,498x; + 0,502xe —0,001x,=0,5, 

0,006 x, + 0,007x2+ 3,008x3— 1,991x,=0, 
—0,001x, — 2,001x,+ 1,000x,=0, 


de façon que l’erreur de chaque composante ne dépasse pas 0,06. 
8.3.37. Démontrer l’inégalité 


|B-1—.4"1|| 
IB-*| 


|B-— 41] 


= cond (4) TI 


$ 8.4. Normes matricielles et valeurs propres 


Présentation des problèmes du paragraphe. Dans ce paragraphe nous voulons présenter 
quelques-unes des nombreuses applications des normes matricielles aux problèmes relatifs 
aux valeurs propres des matrices complexes. 

Nous examinons d’abord certaines inégalités entre les valeurs propres et les normes 
de matrices. Ces inégalités peuvent être utilisées pour indiquer le domaine du plan com- 
plexe qui contient toutes les valeurs propres de la matrice. Dans ce but on peut appliquer 
aussi le théorème de Gerschgorin (cf. 8.4.20), ainsi que le théorème de perturbation 
des valeurs propres (cf. $ 8.0). 

En utilisant les propriétés des valeurs propres des matrices hermitiennes on parvient 
dans ce cas à modifier le théorème de perturbation de façon à obtenir une estimation 
de chaque valeur propre prise à part (cf. problèmes 8.4.25-8.4.32). 

Si l’on donne une approximation de valeur propre À1 bien séparée et le vecteur propre 
X approché correspondant de la matrice normale, le quotient de Rayleigh composé pour 
le vecteur x donne une bien mcilleure approximation de A1. Cette question est examinée 
dans les problèmes 8.4.33-8.4.39. 

A titre de conclusion nous étudions la relation entre l'existence des valeurs propres 
d'une matrice et une matrice de vecteurs propres mal conditionnée. On montre sans peine 
que dans un faible voisinage d’une matrice possédant des valeurs propres proches ou 
multiples, il existe une matrice à structure de Jordan. Cette dernière peut être considérée 
comme un cas limite d’une matrice aux vecteurs propres mal conditionnés. Comme l’a 
noté Wilkinson, la réciproque a également lieu : si pour la matrice À (même à valeurs 
propres bien séparées) la matrice de vecteurs propres est mal conditionnée, il existe dans 
un faible voisinage de À une matrice à racine multiple. 


8.4.1*. Démontrer que le rayon spectral d’une matrice À vérifie l’iné- 
galité 
e(4)=||A|, (8.4.1) 


quelle que soit la norme matricielle ||A4||. 
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8.4.2. Indiquer le disque sur le plan complexe qui contient toutes 
les valeurs propres de la matrice 


— ] O0  1+2; 
O 2  1+i 
1+2 1+i 0 


8.4.3. Démontrer que toutes les valeurs propres de la matrice 


1-2 3 4 
2 1-1 0 
1-2 O0 1 
1 1 2-1 


appartiennent au disque du plan complexe |z| = 6. 


8.4.4. Démontrer que la valeur propre maximale À, et la valeur propre 
minimale 2, de la matrice symétrique 


6 2—3 0 
2° 69 5, 4 
—3 5 13 —-2 
O 1—2 20 


vérifient les inégalités 
20=2,=<23,, 0<1,<6. 


8.4.5. Démontrer que toutes les valeurs propres d’une matrice sto- 
chastique ne dépassent pas l’unité en module. 


8.4.6. Démontrer que les valeurs propres de la matrice tridiagonale 


Gi De 
C2 Ds 
C3 
Ê= . 
da1 b, 
Ca a} 


vérifient l’inécalité 
[A] = . {lal+ lbrl+ lcd}, c1=br41=0. 


Comment utiliser ce résultat pour calculer les valeurs propres d’une matrice 
hermitienne par la méthode de bissection ? 


16° 
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8.4.7. Démontrer que toutes les racines du polynôme f(z)=a,7 + 
+ 4512714 ...+@2+0, 4,40, sont contenues dans chacun des disques 
suivants du plan complexe : 


| &o 


a) [z sat hs _ ie L: 
|) 
isi=n1| 2 ||" 


8.4.8*. Soit : une matrice de structurc simple. Démontrer qu'il existe 
une norme matricielle || A| telle que pour A= 4, la relation (8.4.1) devient 
égalité. 

8.4.9*. Soit 4, une matrice arbitraire. Démontrer que pour tout nombre 
positif e il existe une norme matricielle | 4] telle que [4] -<0(4,)+c. 

8.4.10. Démontrer que pour une matrice normale 4,, || 4|l= M(40o) 
pour toute norme matricielle A4(4). 

8.4.11. Démontrer que pour une matrice arbitraire À, ct toute norme 
matricielle A4(4), ||4oll:=V 14(45)M(A5). 

8.4.12*. Soit 4 une matrice d'ordre n à valeurs propres À, ..., 2. 
Démontrer l'inégalité de Schur suivante : 


2 AP= IAE. (8.42) 


8.4.13*. Soient dans l’énoncé du problème 8.4.12, x, ...,æ, et ff], ... 
.…, PB, les parties réelles et imaginaires des valeurs propres À,, ..., 2. 
Prouver que 


a) 4 Zi l4+4%{%;  b) 42 Bi= 1L4— A% IE. (8.4.3) 


8.4.14*. Démontrer que (8.4.2) devient égalité si et seulement si 4 est 
une matrice normale. Ceci est vrai encore pour chacune des relations (8.4. 3). 

8.4.15*. Soient À une matrice nX7n à valeurs propres Z,, ..., À,; 
P une matrice non dégénérée arbitraire. Démontrer que 


inflP-A4PÈS 2 VA 


Pour quelles matrices À on atteint la limite inférieure indiquée ? 

8.4.16*. En appliquant 8.4.14 démontrer que la normalité des matrices 
A, B et AB implique la normalité de BA. 

8.4.17*. Supposons que la matrice normale À soit partitionnée en blocs 
A, tels que 
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De plus, les blocs diagonaux 4, sont carrés et, il se peut, d’ordre distinct. 
Supposons ensuite que les valeurs propres de À coïncident avec l’ensemble 
des valeurs propres des matrices 4,. Démontrer que dans ce cas tous les 
blocs hors diagonaux 4,, sont nuls. 

8.4.18*. Soient 4,, ..., À, les valeurs propres et «,, ..., «,, les nombres 
singuliers d’une matrice À. Démontrer que 


[A+ “ .+ [= + s:5 +. 


8.4.19*. En appliquant 8.4.18 prouver que pour toute matrice À 
d'ordre 7, 


n n 
ZlA= 2 al. 
ml il, jæl 


8.4.20*. Démontrer le théorème de Gerschgorin suivant : toutes les va- 
leurs propres d’une matrice 4 d’ordre nXn appartiennent au domaine 
du plan complexe qui est une réunion de n disques 

ñn 
1 
Jai 


|[z—a;l s 2laul, Î= 1, ..., n. 


8.4.21. Indiquer le domaine du plan complexe qui contient toutes 
les valeurs propres de la matrice 
1,23 0,03 0,04 
0,03 2,17 O,01 
0,02 0,04 3,06 


8.4.22. La matrice À vérifie les inégalités 


Re a,,< - Zeb i=],...,n. 
Ji 
Démontrer que À est une matrice stable. 
8.4.23. En appliquant le théorème des perturbations des valeurs propres, 


indiquer le domaine du plan complexe contenant toutes les valeurs propres 
de la matrice 


2,001 1,499 0,001 
0,499 1,001 —0,001 
—0,001 0,001 0,999 


8.4.24. Soient 
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Trouver le domaine du plan complexe qui contient toutes les valeurs 
propres de la matrice A+eB. Utiliser à cet effet le théorème des perturba- 
tions des valeurs propres. 

8.4.25*. Soient À ct B des matrices hermitiennes et À,, ..., z, les va- 
leurs propres de 4. Démontrer que chaque intervalle 


—||B|,<x-—2,=<1|B|,, i=1,...,n, (8.4.4) 


contient au moins une valeur propre de la matrice 4+B. 


8.4.26. Soient À,, d, À3 Et Hi, Us, LA les valeurs propres des matrices A 
et B respectivement, où 


2 3 —2 2,1 29 —2 
A=| 3 1 O0|, B=| 29 09 0,1 
—2 0-1 —2 0,1 —1 


Démontrer que pour tout À, il existe un y, tel que [,—u,| <0,3. 
8.4.27*. Trouver pour la matrice 


2-10” —3 4 9991 
—3-107$8 11-1071 —0,4993 —6-107{ 
41078 —0,4993  2-1071 —2-107{ 
0,9991-1071 —6-1071 —2-1071 1-1071 


les valeurs propres approchées, de façon que l'erreur de chacune d’entre 
elles ne dépasse pas 0,002. 

8.4.28. Soit dans l'énoncé du problème 8.4.25 7, la valeur propre 
de multiplicité &. Démontrer que dans ce cas l'intervalle 


mr |B|l=< x—2;=||B|}2 


contient au moins k valeurs propres de l1 matrice 4+ B. 
8.4.29*, Trouver les approximations &cs vuleurs propres de la matrice 


1,01 —1,99 O,01 0,01 
—1,99 1,01 —0,01 —0,01 
0,01 —0,01 —0,01 —0,99 
0,01 —0,01 —0,99 —0,01 


de façon que l’erreur de chaque valeur propre ne dépasse pas 0,02. 


8.4.30. Soit dans l’énoncé du problème 8.4.25 le domaine D constitué 
d’intervalles (8.4.4) se décompose en domaines (c'est-à-dire intervalles) 
n’admettant aucun point commun. Démontrer que chacun de ces domaines 
D, contient autant de valeurs propres de la matrice A+ B qu’il (le domaine) 
compte d’intervalles du système (8.4.4). En outre, si /, est une valeur 
propre multiple de À, l'intervalle qui lui correspond est pris autant de fois 
que la multiplicité de À, l'indique. 
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8.4.31. La matrice hermitienne À est divisée en blocs 
An Ajo 
A Aoo 


de façon que 4,, et 4. soient des blocs carrés, et | 4|,=e. Soient À, 
À -.., À, les valeurs propres de À numérotées dans l’ordre décroissant; 
E1, ..., &,, les valeurs propres de A1: M1, ..., 7,-- les valeurs propres 
de 4, et, enfin, u,, ..., u, les nombres de l’ensemble Ëë,, ..., Ë,, mm, ... 
...s Nn-r numérotés également dans l’ordre décroissant. Démontrer que 
A, u<e, i=1, ...,n. 

Ainsi, les valeurs propres des blocs diagonaux peuvent être considérées 
comme des approximations à près des valeurs propres de la matrice À 
elle-même. 

8.4.32*. Prouver que la matrice suivante 4 d'ordre 8 


I 1/N 0 1/N 
1JN 1  2/N 
O 2/N 1 
k 1/N 
IN 2 
—0,5 0,1 —0,2 
0,1 —1 0 
1/N —0,2 O0 2 


(à éléments des cases (1,8) et (8,1) près; À est une matrice quasi diagonale) : 
a) admet, quel que soit N>0, au moins une valeur propre dans l’inter- 


valle 
y2 ÿ2. 
b) admet, pour N = 10, exactement trois valeurs propres dans l’intervalle 
3 


Dans les problèmes 8.4.33-8.4.35 on suppose que 4 est une matrice 
normale, X un vecteur colonne normé tel que ||X|,= 1. 

8.4.33. Soit ||4X].=e. Démontrer que la matrice À possède une 
valeur propre À telle que || =<e. 

8.4.34. Pour un nombre arbitraire u posons e=|| 4x-—ux|,. Montrer 
que le disque du plan complexe |z—u]=e contient au moins une valeur 
propre de la matrice A. 

8.4.35*. Soit À, une valeur propre d’une matrice À, contenue dans 
le disque |z—4/=e (pour &, cf. 8.4.34) et supposons que toutes les autres 
valeurs propres À, ..., À, vérifient la condition 


1, Ul =0%E. 
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Désignons par e, le vecteur propre normé associé à la valeur propre À, 
et soit 


X=ae;+2, (8.4.5) 
où zLe,. Démontrer que 
a) || 4z— ozl: = a)|zile; 
b) |L42—mo2l2<e, [|zlle<€/a5; 
C) l«l= 1 —e?/a°; 
d) |(4z, 2)— polaË= 62/2. 


Ainsi, si e est suffisamment petit par rapport à a, * peut être considéré 
comme une approximation de e:. 


8.4.36. Soient À une matrice d’ordre nr, x un vecteur colonne non nul 
arbitraire de dimension n. Le nombre 


__ (4x, x) 
G)= (x, x) 
s'appelle quotient de Rayleigh associé au vecteur x. Démontrer que tout 
nombre u vérifie l’inégalité 
lAx—r(x}xlle= || 4x — uxil2. 


8.4.37. Démontrer que pour une matrice normale À et tout vecteur 
normé x le disque | 
12—r()]= (4%: OP 


contient une valeur propre de la matrice A. 
8.4.38*. Supposons que dans l’énoncé du problème 8.435 y, est 


le quotient de Rayleigh associé au vecteur x. Démontrer que ce cas donne 
lieu à l'estimation : 


me | 
LA wie £(1-5) | (8.4.6) 
8.4.39. Pour la matrice symétrique A 


l 0,001 0,002 0,002 
0,001 2 0,002 0,002 
0,002 0,002 3 0,001 
0,002 0,002 0,001 4 


a) trouver les valeurs propres à 0,005 près en utilisant 8.4.25; 

b) montrer que tous les éléments diagonaux de À peuvent être consi- 
dérés comme des quotients de Rayleigh, en indiquant les vecteurs qui leur 
sont associés ; 

c) démontrer que les éléments diagonaux sont des approximations 
des valeurs propres respectives à 107* près. 

8.4.40. Supposons que toutes les valeurs propres 4,, ..., /, d’une 
matrice À sont distinctes et que d=min |2,—-2,|. Prouver qu'il existe 

im] 
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une matrice B telle que ||B|,=d/2 et que la matrice 4+B admet une 
valeur propre multiple. 
8.4.41*. Démontrer que dans l'énoncé du problème 8.4.40 pour tout 


ù À : d 
nombre e>0 il existe une matrice C, telle que |[C.].,< ++e et que 4+C, 
ne soit pas une matrice de structure simple. 
8.4.42*. Toutes les valeurs propres 4,, ..., À, d’une matrice À sont 


distinctes. Soient x; le vecteur propre de À associé à ,; y, le vecteur propre 
de A% associé à À,. Posons 


Gui, yi) . 
= , = ] 
EU Ixdlelyele . 


Pour x, et y, réels, le nombre s, est le cosinus de l’angle de ces deux vec- 
teurs. Il est évident que |s| ne dépend pas du choix d’un couple concret 
de vecteurs x,, y, (pour 1, donné). 


Démontrer que : 
a) pour toute matrice X composée de vecteurs propres de À 
1 

[set ? 


.…, n. 


cond, (4)= = )l;::.;n; 


b) la matrice X peut être choisie de façon que 


cond, (X)=< cond, (X}= >. 
ei 1sil 


Ainsi, de même que son nombre de conditionnement, la valeur des 
nombres |s| peut servir de mesure du conditionnement d’une matrice 
des vecteurs propres. 


8.4.43. Soit C la matrice triangulaire 


et supposons que la première composante f, d’un certain vecteur propre y 
de l’adjointe C* associé à la valeur propre 4, est nulle. Démontrer que À; 
est une valeur propre multiple de C. 

8.4.44. Les matrices À et A* possèdent des vecteurs propres x et y 
associés à À, et À, respectivement; de plus, (x, y)=0. Démontrer que À, 
cst une valeur propre multiple de A. 

8.4.45*. Mettons la matrice C de l’énoncé du problème 8.4.43 sous 
la forme partitionnée : 


[A © 
[Oo Ci 


C= 
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Considérons que le vecteur propre y de la matrice C* associé à la valeur 
propre À, est normé, et au lieu de f,=0 imposons que B,=e, |s|<1. Met- 
tons le vecteur y sous la forme 
€ 
»=(c) 


Démontrer que 1, est une valeur propre de la matrice 


Ca Crnit GT Tri 
8.4.46. Démontrer que dans l'énoncé du problème 8.4.45 il existe 
une matrice C telle que 


a) |C-C,< TÉRT ICII:; 


b) C admet une valeur propre multiple Z,. 


8.4.47. Soient x et y des vecteurs propres normés des matrices A et A4*, 
associés à 7, et À, respectivement. De plus, [s|=|(x, y)=e<«1. Dé- 
montrer qu'il il existe une matrice À telle que : 


b) À admet une valeur propre multiple Z,. Par là même l'existence 
pour des matrices adjointes d’un couple de vecteurs propres quasi ortho- 
gonaux associés aux valeurs propres adjointes témoigne de l'existence 
d’une matrice proche à valeur propre multiple. 


INDICATIONS 


1.1.18. En n’appliquant que la distributivité ct l'existence d’un élément opposé, 
démontrer que, pour tout vecteur x, 0-x=0. Déduire de là que (—1)-x=—x. Puis, en 
appliquant l'associativité de l'addition, démontrer que x+y=7+ x. 

1.2.28. Noter la combinaison linéaire Àix1+ ...+2,x, des vecteurs x1, ..., xs. En 
supposant que parmi les coefficients A1, ..., À, il y a des coefficients non nuls et que parmi 
ces derniers À, est maximal en module, montrer que la j-ième composante du vecteur 
Axi+ ...+2,x, est différente de zéro. 

1.3.16. Utiliser le théorème 15.1 (V. Voïévodine, p. 49). 

1.3.25. Utiliser 1.3.17 et 1.3.19. 

1.3.26. Montrer que chacune des transformations élémentaires conduit à un système 
équivalent de vecteurs. 

1.3.34. Soit r le rang du système de vecteurs x1, ..., x. Alors, les premières r lignes 
de la matrice réduite à la forme trapézoïdale (cf. solution du problème 1.2. a sont non 
nulles. Supposons que dans la matrice initiale ce sont les lignes d'indices ÿ1, ..., ê. Deé- 
montrer que les vecteurs x1,, ..., x1, constitucnt la base du système donné. 

1.3.36. Arranger la réduction de façon que les éléments nuls se situent dans les 
dernières ligne et colonne de la matrice. 

1.3.37. Avant de commencer la réduction, diminuer la grandeur des coordonnées 
des vecteurs par des transformations élémentaires. 

1.3.39. Si x;=aix + ...+a,xi,, alors on peut prendre comme vecteur x, tout 
vecteur pour lequel dans cette décomposition le coefficient & est différent de zéro. 

1.3.44. Utiliser 1.3.23. 

1.4.41. Compléter la base arbitraire du sous-espacc L jusqu'à la base e1, .... Ca 
de l'espace F. Obtenir par des transformations élémentaires du système e1, ..., en une 
base qui satisfait aux conditions du problème. 

1.5.16. Utiliser 1.5.14. 1.5.18. Utiliser 1.5.16. 


2.1.2. Soit e1, ..., en la base de l’espace vectoriel donné. Adoptions pour des vecteurs 
arbitraires x=@œ1e1+...-+@nen Ct y=fei+...+PBnen 


(x, p)=@bi+.. .+anBn. 


Vérifier si toutes les propriétés d’un produit scalaire sont respectées. 

2.1.8. Obtenir la nécessité de la condition ac=b* en considérant le carré scalaire 
(x, x) du vecteur de la forme x=(«1. 1) comme un trinôme carré de «1. 

2.1.9. Obtenir pour le carré scalaire du vecteur x=(æ«1, &2, «3) la représentation 


(x, x)= a+ (301 + 02) +(ae+as) : 


2.1.10. Pour vérifier le 4-ième axiome d’un produit scalaire, appliquer l'inégalité : 
2 la: lœsflæs] <lasllæil*+larsl læsl*. 
2.1.15. Introduire arbitrairement le produit scalaire sur un sous-cspacc supplémentaire 
de Let utiliser 2.1.13. 
2.1.16. Cf. V. Voïévodinc, théorème 27.2, p. 93. 
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2.1.18. d) Utiliser 2.1.16. 

2.2.23. Pour chaque i, 1-=i-k, les vecteurs y1, ..., yes et 21, ..., forment une 
base orthogonale de l'enveloppe linéaire tendue sur les vecteurs x1, ...,x1. C’est pourquoi 
(Jr, Zm)=0 pour /<m. 

2.2.25. Cf. indication au problème 2.1.2. 

2.3.7. a) Interpréter chacune des équations du système comme la condition d'ortho- 
gonalité du vecteur z=(«1, ..., &«.) et du vecteur composé de coefficients de l'équation. 

2.3.9. Appliquer la base du supplémentaire orthogonal trouvé dans 2.3.6. 

2.3.11. Cf. solution du problème 2.3.10. 

2.3.14. Les coefficients des équations du système donnent les coordonnées des 
vecteurs sur lesquels est tendu Z1. Trouver par le procédé du problème 2.3.10 la per- 
pendiculaire =, puis y comme la différence x—z. 

2.3.27. Composer la base de V” comme une réunion des bases des sous-espaces 
Li, ..., LA Ct introduire dans F le produit scalaire d’après 2.2.25. 

2.4.16. Montrer que dans la décomposition du vecteur x: x=}7+:, où yEL, zL£Z, 
le vecteur y € Le et, par conséquent, la perpendiculaire abaissée de x sur L2 coïncide avec 
la perpendiculaire = abaissée de x sur L. 

2.4.17. La perpendiculaire = abaissée du vecteur x sur L est colinéaire au vecteur a. 

2.4.19. Utiliser 2.4.17. 

2.4.20. Pour calculer le cosinus de l’angle compris entre x et un vecteur arbitraire 
u de sous-espacc L, appliquer la décomposition x=y+2z, où yEL, zLL. 

2.4.23. Cf. indication à 2.4.16. 

2.5.2. De même que dans le problème 2.1.2 (cf. indication), fixons la base e1, ..., es 
et pour des vecteurs arbitraires x et y adoptons (x, y)=x1/1+...+@nfn. 

2.5.5. Cf. indication à 2.1.10. 

2.5.13. c) Si e1, ..., en est une base de l’espace R, montrer que tout vecteur de C 
est une combinaison linéaire des vecteurs e1+i0, ..., en+i0. 


3.1.21. Obtenir pour le nombre m, de termes non nuls du déterminant d'ordre 
de la forme donnée la récurrence : m3=Mn-1+ 1. En outre, rm=1. 

3.1.22. Obtenir la récurrence : Mn=Mn-1+/M,-2 pour le nombre m, de termes non 
nuls du déterminant d'ordre # de la forme donnée. La solution générale d’une telle équation 


1+ VS |” 1—Y5 |" 
(cf. $ 3.0) : ma Ë) + Co (=6) . Les constantes c1 ct ca se déterminent 


d’après les conditions : m1=1, m2=2. 

3.1.23. Obtenir la récurrencc : Mn=2mn-1 pour le nombre m, de termes non nuls 
du déterminant d'ordre # de la forme donnée. De plus, m1=1. 

3.1.25. Soit P,(t) le déterminant d'ordre n de la forme donnéc. Obtenir la récurrence 
suivante : PAa(t)=1Pa-1(t)+ a1. 

3.1.34. Montrer que la transformation donnée du déterminant est équivalente à Ja 
multiplication de ses lignes par «, «°, ..., «" et de ses colonnes par «71, «7°, ..., æ-" 
respectivement. 

3.1.35. Appliquer 3.1.34. 3.1.36. Transposcer le déterminant. 

3.1.37. Transposer le déterminant. 3.1.40. Utiliser 3.1.38. 

3.1.42. Transposer le déterminant et utiliser 3.1.40. 

3.1.43. La transformation indiquée du déterminant peut être remplacée par la 
transposition par rapport à la diagonale principale et la permutation des lignes dans 
l’ordre inverse. 

3.1.44. Le polynôme du quatrième degré possède au plus quatre racines distinctes. 

3.1.56. Différencier le terme général du déterminant. 

3.2.6. Utiliser 3.1.35. 

3.2.20. Le déterminant donné est d’une forme quasi triangulaire. Si on décompose 
ce déterminant suivant les deux premières colonnes, la somme compte seulement trois 
termes. 

3.2.26. Décomposer le déterminant suivant les trois premières colonnes. 

3.2.33. Retrancher la première ligne de la deuxième, de la troisième et de la quatrième. 
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3.2.45. Montrer que pour le déterminant d, de la forme donnée on observe la récur- 
rence dh = 2 cos &dn-1— dn-2. De plus, d1=cos«, de=2 cos°® « — 1 = cos 2x. 

3.3.1. Le vecteur b, s'obtient en retranchant de a; la combinaison linéaire des vecteurs 
Gi, .-., Gi-1. 

3.3.15. Cf. V. Volévodine, théorème 41.2, p. 137. 

3.3.16. Tout mineur principal du déterminant de Gram est encorc un déterminant 
de Gram pour le sous-système du système de vecteurs donné. 

3.3.17. Utiliser 3.3.14. 3.3.18. Utiliser 3.3.17 et 3.3.13. 

3.3.23. Utiliser 3.3.17 ct 3.3.13. 3.3.24. Utiliser 3.3.18. 

3.3.25. La longueur de la perpendiculaire abaissée du vecteur x141 sur l'enveloppe 
linéaire des vecteurs x1, ..., x: ne dépasse pas la longueur de ce vecteur lui-même; la 
longueur de la perpendiculaire abaissée du vecteur x;, /+1<j-=k sur l'enveloppe linéaire 
des vecteurs x1, ..., X3-1 nec dépasse pas la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce 
vecteur lui-même sur l'enveloppe linéaire des vecteurs x1+1, ..., X7-1. 

3.3.32. Remplacer l'élément de la case (7, 1) par (—1)7-2-(n-1), 

3.4.3. Utiliser 1.2.28. 

3.4.4. Pour démontrer la dernière proposition du problème utiliser 3.3.25 et 3.4.3. 

3.4.8. Réaliser des permutations des lignes et des colonnes pour faire passer le 
mineur M situé dans les premières ligne et colonne de la matrice ct appliquer la méthode 
de Gauss. 

3.4.9. Utiliser 3.2.11 en tenant compte que la méthode de Gauss consiste en une 
suite de transformations élémentaires des lignes et des colonnes du déterminant. 

3.4.16. Avant d’appliquer la méthode de Gauss, diminuer la grandeur des éléments 
du déterminant par des transformations élémentaires. 

3.4.17. Réduire les éléments de chaque ligne au même dénominateur et appliquer 
3.4.16. 

3.4.19. Dans chaque ligne faire sortir des parenthèses le facteur commun des éléments. 

3.4.20. Cf. indication à 3.4.16. 

3.4.24. Le déterminant s'obtient en bordant le déterminant du problème 3.4.10. 

3.4.26. Le déterminant s'obtient en bordant le déterminant du problème 3.4.24. 

3.4.35. b) Appliquer les formules du (k+1)-ième pas de la méthode d'élimination 


ai, k+1 
k& 
ax, k+1 
3.4.41. Appliquer à chacun des #7 groupes de # lignes du déterminant D les trans- 
formations qui ramènent la matrice 4 à une forme triangulaire. On obtient le déterminant 
dont la matrice se compose de m° blocs triangulaires. Ce déterminant peut être décomposé 
en utilisant le théorème de Laplace d’une façon analogue à 3.2.27, b). 


en tenant compte que les relations , i>k+1, sont bornées par l'unité en module. 


4.1.2. Démontrer que lc rang du système de colonnes est 7— 1. 

4.1.3. Démontrer en utilisant 4.1.2 que les colonnes de la matrice À contenant le 
mineur M constituent la basc du système de colonnes. 

4.1.4. Utiliser 1.3.39. 

4.1.6. Examiner la sous-matrice formée par r colonnes linéairement indépendantes 
données. Montrer que les lignes comportant le mineur sont dans cette sous-matrice des 
lignes de base. 

4.1.9. Le rang de la matrice de Gram est égal à l’ordre Je plus élevé des mineurs 
principaux différents de zéro de cette matrice. Pour les mineurs principaux d’une matrice 
de Gram, cf. 3.3.16. 

4.1.11. Utiliser 3.1.36. 

4.1.12. Les premières r colonnes contiennent au moins un mineur non nul d'ordre r. 

4.1.20. L'augmentation indiquée du rang peut s’obtenir en changeant les éléments 
du minceur complémentaire du mineur de base. 

4.1.22. Utiliser 4.1.19. 4.1.29. Les lignes de la matrice sont orthogonales. 

4.1.30. Cf. 1.2.28. 

4.1.36. Démontrer que le mineur d’ordre # situé dans les premières ligne et colonne 
n'est pas nul. 
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4.2.5. Utiliser 4.2.4. 4.2.9. Cf. 1.4.38. 

4.2.19. Etablir l’isomorphisme entre M ct un sous-espace arbitraire supplémentaire 
de L. 

4.2.33. Le fait que l'intersection est un plan se déduit de 4.2.14. De plus, si Li, ... 
.-., Le Sont des sous-espaces directeurs des byperplans donnéss, il vient 


dimnN...N7x)=dim(Lil... NL). 


Maintenant démontrer par récurrence que dans un espace de dimension 7 la dimension 
de l'intersection des k sous-espaces de dimension (#7— 1) n’est pas inférieure à 7—K&. 
4.3.3. Si +=xo+LAh-1 est l'hyperplan donné, alors, en le mettant sous la forme 


(7, x)=b, on peut prendre comme vecteur » tout vecteur non nul de Li-1. En outre, 
b={(n, xo). 

4.3.9. a) s'ensuit de 4.3.8: b) s'ensuit de 4.2.34 et 4.3.7. 

4.3.11. Utiliser 4.2.6. 

4.3.17. Dans un espace euclidien, la distance jouit évidemment de la proprièté o(x, u)= 
=Hx—xXxo, u— Xo). 

4.3.20. Cf. indication à 4.3.17. 

4.3.24. Constater que L{p1, p2, q1, g2) peut être décrit par l'équation æ3=0. 

4.3.25. Le vecteur xo— ro est orthogonal au sous-espace L{p1, p2, q1, go). 

4.3.27. Introduire dans l'espace le produit scalaire de façon que la base donnée 
devienne orthonorméc. 

4.3.28. Cf. indication à 4.3.27. 

4.3.29. Soit e1, ..., ex la base du sous-espace directeur du plan P. Compléter jusqu'à 
la base le système de vecteurs linéairement indépendant e1, ..., ex, x, puis, à l’aide de 
cette base, introduire le produit scalaire. 

4.4.2. Les sous-espaces Lui, ..., um) Ct L(U1, ..., Ur) doivent coïncider. 

4.4.11. Cf. 4.4.10 et 4.4.3. 4.4.12. Utiliser 4.4.10. 

4.4.24. Réaliser le changement de variables 11= 3x1; f2=2x2. 

4.4.28. Utiliser 4.1.36. 

4.4.30. Trouver la base du supplémentaire orthogonal à L(y1, y2, y3). 

4.4.32. Si on ajoute d'une façon arbitraire la n-ième ligne à la matrice du système, les 
nombres (—1)4, de la matrice carréc obtenuc sont (au signe près, le même pour tous 
les n nombres) des cofacteurs des éléments de la n-ième ligne. 4.4.34. Utiliser 4.4.32. 
4.5.3. Utiliser 4.5.2. 4.5.10. Cf. 4.4.14. 

4.5.18. Réaliser le changement de variables f1= 6x1; 12=3x2; t3=11xs; 1a= — 5x4. 

4.5.19. Multiplier la troisième équation du système par 10, la quatrième par 10-1, 
pe quoi réaliser le changement de variables : #1=1000x1; f2=—0,001x2; 13=0,1x3; 
1a= 10xa. 

4.5.34. Cf. 4.4.28. 

4.5.36. Construire la solution générale du système d'équations donné et trouver le 
système fondamental des solutions du système homogène réduit. Tenir compte du fait 
que la solution normale doit être orthogonale à ce système fondamental. 

ve Décomposer le polynôme f(r) par rapport à la base 1, r—a, (f—a)*, ..…. 
..., (—a)r. 

4.5.59. Démontrer que les conditions homogènes correspondantes ne sont satisfaites 
que par Île polynôme nul. 

4.5.52. Utiliser les formules de Cramer et 3.1.56. 


S.1.8. Ax=(a, b)x—(a, x)b. 5.1.49. Utiliser 5.1.43. 

S.1.56. Utiliser 5.1.43. 

S.1.58. A chaque vecteur de T4 associer le plan de ses images réciproques. 

S.1.60. D'après 5.1.59, le sous-espace T. est isomorphe à l'espace quotient de l’espace 
À par le sous-espace N4. 

5.1.63. Utiliser 5.1.43. 

S.1.65. Soit y1=Ax1, ..., yx= Axx une base arbitraire du sous-espace L. Montrer 
que l’image réciproque complète L est somme directe des sous-espaces M4 et Lx, ..…. 
..., Xe). 5.2.3. Utiliser S.1.46. 
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5.2.9. L'ensemble des opérateurs qui RATES l'espace X de dimension n dans un 
espace unidimensionnel est de dimension # (cf. 5.2.3). 

5.2.14. Montrer que si M est un sous-espace arbitraire supplémentaire de N, les 
espaces wwy et Kn sont isomorphes. 

5.2.15. a) Soit e1, ..., en une certaine base de X. Pour l’opérateur donné À de wxz 
fixons des décompositions quelconques des vecteurs 4er, ..., 4eA suivant les sous-espaces 
Li et Le: Ae:=uituüi, WELi1, WELS. Alors, A=/A1+4e, Où Ai =; Asei=vi, 
i=1,..., n. 5.2.16. Utiliser 1.5.16. 

5. 2.17. Utiliser 5.2.4. 

S.2.18. Démontrer que Ty: =X. 

5.2.24. D'après l'énoncé, 4Ax=/1.Bx et A) =/,B, quels que soient les vecteurs non 
nuls x et y. Montrer que 1: =4,. 

S.2.25. Utiliser S5.2.14. 

5.3.1. a) Utiliser les relations : T54C TB et Ts4a=BTA. 

5.3.2. a) Utiliser l'égalité (BA)X:= BT4. 

5.3.3. Utiliser les relations : 


rsAc=rac—dim(TacN Ne), rsa=ra—dim(TaN Nas). 


5.3.8. Utiliser 5.3.6. 5.3.11. Utiliser 5.3.10. 

53.14. Si 4°=0, alors «=0. Pour 4° #0, utiliser 5.2.2. 

5.3.17. Montrer que l'intersection de NP et TP est composée seulement d’un vecteur 
nul; de plus, PTP=TPp. 

5.3.18. a) Utiliser 5.3.17. 

5.3.20. Les opérateurs E, 4, 4°, ..., A*' sont linéairement dépendants. 

5.3.23. Utiliser 5.3.16, 5.3.15. 5.3.24. Utiliser 5.3.14. 

5.3.29. Cf. 5.2.25. 5.3.33. Utiliser 5.3.30. 

S.3.34. Utiliser 5.2.24. 

S.3.47. Si x est un vecteur non nul de My, alors f(4)x #0 malgré la condition suivant 
laquelle f(#) est un polynôme annulateur. 

S.3.48. Si le terme constant est nul, on peut trouver un polynôme de plus petit degré 
annulant également l'opérateur donné. 

S.3.49. Utuliser 5.3.20. 

S.4.8. Calculer d’abord BC. 5.4.9. Calculer d'abord BC. 

S.4.28. Appliquer le théorème suivant lequel toute permutation peut être décomposée 
en un produit de transpositions. 

S.4.35. Mettre la matrice J1 sous la forme J1=1E+ 4, où 4 est une cellule de Jordan 
associée au nombre 0, et utiliser le résultat du problème 5.4.33. 

S.4.36. b), c) Construire pour cu DOTE diagonale donnéc 1 le polynôme d'inter- 
polation f(r) tel que f(ds} = ue, i=1, . 

PTS Utiliser 5.4.39. 5.4.49. Utiliser 54.33. 5.4.52. Utiliser 5.4.34. 5.4.56. Utiliser 
4.23 

S.4.57. Les colonnes de 4B sont des combinaisons linéaires des colonnes de 4, 
les lignes de AB sont des combinaisons linéaires des lignes de B. 

S.4.59. Cf. 4.1.14. 

S.4.69. Diviser les matrices À et B en quatre blocs carrés d'ordre 2 et appliquer 
le théorème de Strassen à ces blocs. Pour calculer le produit des blocs, appliquer l'algo- 
rithme de Strassen. 

S.4.73. d) Utiliser la multiplication des matrices partitionnées. 

5.4.77. b) Cf. 3.4.41. 

5.5.12. En appliquant les propriétés de la symétrie (antisymétrie) par rapport aux 
diagonales principales et non principales, on peut se borner à calculer quatre mineurs. 
Pour calculer le déterminant, utiliser l’orthogonalité de ses lignes. 

5.5.15. Utiliser le résultat du problème 5.5.12. 

S.5.17. On peut, par exemple, utiliser la proposition du problème 5.3.49, d'après 
laquelle la matrice inverse 4-1 est un polynôme de la matrice 4. 

S.5.18. Utiliser 5.4.49. 5.5.19. Utiliser 5.4.52. S.5.20. Appliquer deux procédés pour 
trouver dans le produit 4-14=E la somme des éléments de la i-ième ligne. 
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5.5.27. Mettre la matrice sous la forme a (e+= 9 et utiliser 5.3.45: ici Jo est une 


cellule de Jordan associée au nombre 0. 

5.5.28. D'après 5.5.18, il suffit de calculer les éléments de la ligne supérieure de la 
matrice inverse. 

5.5.32. Si P est une matrice des permutations de la forme 


0 1 


1 0 


PA est alors une matrice triangulaire supérieure. 


5.5.39. Obtenir, en commutant les lignes, que tous les mineurs pivots principaux 
deviennent différents de zéro. 


5.5.46. Montrer que JS=nJn. 
5.5.49. Utiliser 5.5.47. 
5.5.54. Utiliser 5.5.53. 
5.5.56. Appliquer à la matrice 5.5.55 le résultat du problème 5.5.51. 
5.5.57. Utiliser 5.5.53. 
S.5.61. Mettre la matrice M sous la forme du produit 
| A 0 E A-1B 
C Er | 


0 D—-CA-iB 


où & est l'ordre de la matrice 4, &+/ l'ordre de la matrice M. 


5.5.65. Utiliser 5.4.73, d). 5.5.66. Cf. 5.5.60. 

5.5.67. Utiliser les formules du problème 5.5.62. 

S.5.68. Utiliser les formules du problème 5.5.64. 

5.5.69. Utiliser 5.5.65. 

5.5.72. Différentier l'égalité AA4”71-E. 

S.5S.77. Utiliser la formule du problème 5.5.75. 

S.5.79. d) Utiliser la formule du problème 5.5.75. 

S.6.12. Uuliser 5.6.9, c). 5.6.27. Utiliser 5.6.16. 

S.6.29. Examiner l'opérateur que la matrice À donne dans un couple de bases arbi- 
traires des espaces X et Y. 5.6.30. Utiliser 5.6.29. 


5.6.32. Soit pour la matrice À, quelle que soit la matrice non dégénérée P, 
P-1AP=A ou AP=PA. 


Vérifier que le lemme de Schur (cf. 5.4.40) reste vrai dans ce cas-là aussi si l’on suppose 
que À est commutable seulement avec toutes les matrices non dégénérées. 


5.6.36. Montrer que la symétrie de la matrice par rapport à son centre est une 
transformation de similitude avec la matrice P (cf. indication à 5.5.32). 

S.6.37. L'égalité des traces des matrices semblables peut se déduire de 5.4.22, o). 

5.6.42. Utiliser 5.6.22. 


6.1.17. La matrice A4 est un polynôme de la matrice J, du problème 6.1.16. 

6.1.19. Cf. V. Volévodine, théorème 65.1, p. 215. 

6.1.24. Utiliser le critère de la somme directe 1.5.18. 

6.1.25. Pour démontrer la nécessité, utiliser 6.1.24. 

6.1.33. Cf. 5.4.37. 6.1.34. Cf. 5.4.39. 6.1.35. Cf. 5.4.36. 

6.1.38. Mettre la condition P-14P= A sous la forme AP= PA et noter cette dernière 
suivant les colonnes. 

6.1.40. Utiliser la propriété du produit kroneckerien 5.4.73, d). 
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6.1.41. Cf. 5.6.42. 6.1.43. Cf. 5.6.43. 6.2.2. Cf. 3.2.4. 

6.2.3. Le rang de la matrice vaut un. 

6.2.4. Le rang de la matrice vaut deux. 6.2.7. Utiliser 5.5.77. 

6.2.13. Montrer que m(A)=tr (A). 

6.2.19. Utiliser la matrice d'opérateur de 5.6.2. 

6.2.20. Utiliser la matrice d'opérateur de 5.6.3, à). 

6.2.21. Cf. 6.1.8. 

6.2.41. Examiner la matrice d'opérateur dans la base dont les premiers vecteurs 
forment la base du sous-espace propre associé à À. A l'aide de cette matrice calculer le 
polynôme caractéristique de l'opérateur. 

. .49. ee que pour toute valeur propre À le rang de la matrice AE — C(f(À)) 
est égal à 7-1 

62.56. La matrice PT est une matrice de Frobenius du polynôme f(À)= A" —1. 

6.2.60. Utiliser l'égalité matricielle 


En AB A ||Ex O! _|[Ex OllÂEr 4 
AEn|||| 8 El | 8 Æ{|| oO 4E,.-84|' 
6.2.61. Utiliser l'égalité matricielle 
JE E||||ÂE-A _[[ÂE-(4+8) E E 
0 E B ÀE-A|"| -B8  1E-(4-B|||0 E|° 


6.2.64. ee os es 


1E- 2. 1E iE 
rs Te. : d 


A=B+iC, A=B-icC. 

6.3.5. Cf. 6.1.25. 

6.3.6. Tout sous-espace de dimension £— 1 peut être mis sous la forme d'une inter- 
section de deux sous-espaces de dimension £. Par là même tout sous-espace de dimension 
k—1 est également invariant par rapport à 4. 

6.3.9. Appliquer 6.3.3 à l'opérateur 4 — LE, où do est la valeur propre de 4. 

6.3.21. Utiliser 6.3.18, a). 

6.3.26. Utiliser 6.3.14 et 6.3.25. 6.3.27. Utiliser 6.3.14. 

6.3.28. Si nest la dimension de l’espace, G compte au plus n? opérateurs linéairement 
indépendants; c'est pourquoi il suffit de démontrer la proposition pour un nombre fini 
d'opérateurs de permutation, par exemple, par récurrence sur ce nombre. 

6.3.30. Dans chaque couple de sous-espaces invariants de l'opérateur de dérivation, 
l'un des sous-espaces est emboïité dans l'autre. 

6.3.32. Supposons que toutes les racines du polynôme caractéristique soient com- 
plexes; chacun d'entre eux est une valeur propre de l’ opérateur correspondant À. Montrer 
que si Z est une valeur propre arbitraire de À, z=x+iy, le vecteur propre de À associé à À, 
alors le sous-espace tendu sur les vecteurs réels x et y est de dimension 2 et est invariant 
par rapport à 4. 

6.3.36. Utiliser 6.3.9. 6.3.38. Utiliser 6.3.19. 

6.3.39. Utiliser 6.3.19. 

6.3.42. Montrer que pour chacune des valeurs propres À1, ..., Ân, le défaut de la 
matrice B—A.E cest égal à k:. 

6.3.46. Reprendre la construction du problème 6.3.38 en tenant compte du problème 
6.3.32. 

6.3.49. Cf. 6.3.48, b). 

6.4.1. Démontrer que pour le nombre g indiqué dans 5.3.10, les sous-espaces M 
et Ta se coupent seulement suivant le vecteur nul. 

6.4.2. Soit X=N-:T la décomposition obtenue dans 6.4.1, où N est le noyau et T 
l'image de l'opérateur 42. Si X=N1 =: T1 est une autre décomposition quelconque, telle 
que 4jN1 soit un opérateur nilpotent et 4/T1 un opérateur non dégénéré, montrer que 
NM CN, nCT. 
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6.4.3. Le polynôme caractéristique de l'opérateur À est égal au produit des polynômes 
caractéristiques des opérateurs A/N et A4/T. 

6.4.4. Appliquer 6.4.1 à l’opérateur 4—À.E et montrer que dans la décomposition 
X=N1+T le sous-espace N1 possèdeftoutes les propriétés imposées à Ku. Ensuite dé- 
composer le sous-espace T1 en partant de l'opérateur 4 — À2E, etc. 

6.4.5. Utiliser 6.4.2 et 6.3.43. 6.4.9. Cf. 6.3.50. 

6.4.10. Utiliser la décomposition (6.4.2). 6.4.11. Utiliser 6.4.10. 

6.4.14. Pour trouver les valeurs propres de la matrice utiliser 6.2.61. 

6.4.37. Comparer avec 6.3.17. 6.4.38. Utiliser 6.4.17, e) et 6.4.37. 

6.4.41. Choisir des vecteurs linéairement indépendants x1, ..., x?» tels que leur 
enveloppe linéaire donne dans la somme directe avec H:-1 l’espace X tout entier. 

6.4.49. d) me-1-Me-2 = pe. 

6.4.57. D'après 6.4.56, la suite des nombres p1, ..., pe est non décroissante. 

6.4.62. La matrice est ramenée par les mêmes permutations des lignes et des colonnes 
à la forme quasi diagonale. 

6.4.72. Utiliser 6.4.18. 6.4.75. Utiliser 6.4.34, 6.4.48, 6.4.55. 

6.4.76. Utiliser la forme de Jordan de l'opérateur. 

6.4.80. Elever au carré la matrice J—/06E ct calculer l'accroissement du défaut; 
multiplier la matrice (J— 10E)° par J— AE ct calculer l'accroissement du défaut, etc. 

6.4.86. Remarquer que la matrice 


—1 0 1 
B= 1 —1 —3 
0 1 2 


vérifie l'égalité B3=0. En élcvant la matrice 4 —E à une puissance, utiliser le fait que la 
matrice est quasi triangulaire. 

6.4.87. Cf. indication à 6.4.86. 6.4.88. Le défaut de l'opérateur est égal à un. 

6.4.91. Vérifier l'égalité des rangs et des traces des matrices 4, B, C. 

6.4.98. Utiliser 6.4.39. 

6.4.100. Soit A=PAP-1, où À est une matrice diagonale. Alors la matrice AXB 
est semblable à la matrice AX J, et AXEn+ÆEn XB est semblable à AXEs+£Em X J. 

6.4.102. Utiliser 6.4.32. 


7.1.9. Examiner la matrice de l’opérateur dans un système de coordonnées cartésien. 

7.1.12. Remarquer que la base b) du problème 7.1.11 est orthonormée au sens du 
produit scalaire (7.1.2). 

7.1.13. Vérifier si la base c) du problème 7.1.11 est orthogonale au sens du produit 
scalaire (7.1.3) et utiliser le résultat de 7.1.6. 

7.1.22. Utiliser 6.4.77. 

7.1.23. Utiliser la correspondance entre les opérateurs adjoints et les matrices 
adjointes. 

7.1.34. Utiliser le résultat du problème 6.3.17. 

7.1.40. Utiliser l'existence du vecteur propre commun des opérateurs commutables 
A* cet B* et, par conséquent, du sous-espace invariant commun de dimension #7—1 des 
opérateurs À et B. Ici n est la dimension de l'es | 

7.1.41. Utiliser le théorème de Schur. 7.1.45. Utiliser 7.1.7. . s. Cf. é L 10. 7.2.9. 
Composer les matrices d'opérateurs dans la base orthonormée 1, #, 

7.2.10. Utiliser 5.4.52. 7.2.14. Utiliser 7.1.16. 7.2.16. Utiliser 7. ' 5. 7. 2 19. Montrer 
que Na=N4. 

7.2.20. Déduire de la condition donnée que les sous-espaces principaux de l’opérateur 
A coïncident avec ses sous-espaces propres et sont orthogonaux deux à deux. 7.2.23. 
Utiliser 7.2.18. 

7.2.24. Démontrer l'existence de la base orthonormée de vecteurs propres de l’opéra- 
teur 4 en reprenant le processus de construction de la base de Schur. 

7.2.25. Utiliser 6.3.25. Une autre solution possible utilise 7.2.13. 

7.2.26. Utiliser 7.2.25. 

7.2.32. La matrice donnée se distingue de la matrice réelle par le terme —iE. 
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7.2.36. Introduire le produit scalaire à l’aide de la base de vecteurs propres de 
l'opérateur A. 

7.2.38. En démontrant la nécessité, construire le polynôme d’interpolation f(Q) tel 
que chaque valeur propre À: de l'opérateur À vérifie la condition f(4)=A. 

7.2.40. Cf. 7.1.40. 

7.2.47. Utiliser la décomposition du vecteur x suivant la base orthonormée de 
vecteurs propres de l'opérateur A. 

7.2.48. Appliquer 7.2.47 au vecteur x=(1 1...1)T. 

7.2.50. Montrer pour prouver la dernière proposition que dans le sous-espace 
propre de l'opérateur À associé à la valeur propre À, on peut choisir une base composée 
de vecteurs « réels », c’est-à-dire de vecteurs de la forme x+50. 

7.3.9. Considérer la matrice d'opérateur dans la base orthonormée de vecteurs 
propres et utiliser le fait que par les points du plan complexe À1, À, Às on peut mener 
une circonférence. 

7.3.13. Vérifier que 4°=E. 

7.3.16. De l’énoncé du problème on peut déduire l’action exercée par l'opérateur 
sur le polynôme 1—2:+ 7° orthogonal à deux polynômes donnés 1+#+#° et 1—r3. Après 
avoir composé la matrice de l'opérateur Q dans la base formée par ces polynômes, passer 
à la base nécessaire 1, r, 1°. 

7.3.18. Cf. 7.3.19. 

[x+yl—]x- ff 


7.3.20. Utiliser la relation (x, Den  — pour le cas réel, et (x, y)= 


Fx+pl—|x-plt+ilx+iplt-ilx-iy|? 
p— 
4 


7.3.39. Examiner la suite des matrices Te, T3, ..., Tin, les paramètres de chacune 
d'elles étant choisis conformément à 7.3.38. 

7.4.8. Prendre les vecteurs x et y pour la base de l'espace. 

7.4.10. L'opérateur antisymétrique de l'espace tridimensionnel est dégénéré. Consi- 
dérer la matrice d’opérateur X dans la base orthonormée dont l’un des vecteurs appartient 
au noyau X. 

74.11. Vérifier si (x:, y) =O', x5) pour ixj. 

7.4.15. Trouver le polynôme fa(r ) orthogonal aux polynômes donnés fi(t)=2+21—1° 
et fa(t)=2—1+21° et de même longueur. On peut obtenir à partir des conditions de l'énoncé 
du problème la matrice d’opérateur S dans la base orthogonale /i(r), fr), fs(t), puis 
passer à la base nécessaire 1, r, #2. 

7.4.27. Examiner la matrice d’opérateur 4 dans la base orthonormée de ses vecteurs 
propres. Mener par les valeurs propres 1, ..., À. sur le plan complexe une ligne droite. 

7.4.32. D'après 7.4.30, la i-ième colonne unité e est le vecteur propre associé à la 
valeur propre À1. 

7.4.41. Montrer que les valeurs propres de la matrice hermitienne irréductible ne 
peuvent pas être multiples. 

7.4.43. a) La racine commune des polynômes /1::1(4) et J:(4) est également la racine 
du polynôme /:-1(4), etc. Mais le polynôme fo(4)= 1 n’a pas de racines; b) utiliser a) et 
7.4.35; c) utiliser les récurrences. 

7.4.48. Calculer les suites (7.4.8) d'après les formules de récurrence liant les polynômes 
fi(À). 7.4.51. Montrer que la matrice À est semblable à la matrice hermitienne tridiagonale 
irréductible. 

7.4.52. Pour démontrer b) utiliser 7.2.50. 

7.5.9. Sans limiter la généralité, on peut considérer que la sous-matrice principale 
d'ordre k considérée se situe dans les premières ligne et colonne de la matrice donnée H. 
Dans ce cas il faut examiner le produit scalaire (Hx, x) pour ceux des vecteurs colonnes x 
dont seulement les £ premières composantes peuvent être différentes de zéro. 

7.5.10. Soient Z' la matrice de Gram, x=(œ1,...,«x)T le vecteur colonne de dimension 
k arbitraire. Montrer que (J'x, x)=|@ix1+...+@rxe |. 

7.5.16. a) Utiliser la décomposition du vecteur x suivant les vecteurs propres de 
l'opérateur H. 


pour le cas complexe. 


17° 
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7.5.23. Utiliser 7.5.22. 7.5.24. Utiliser le critère 7.5.18. 

7.5.25. Utiliser 7.4.53. 

7.5.27. Examiner la matrice associée Hxr. 

7.5.29. Montrer que le produit de Schur des matrices H1 et H2 est la sous-matrice 
principale du produit kroneckerien H1X Ha. 

7.5.32. Utiliser 7.4.38. 

7.5.33. Utiliser la décomposition suivant les vecteurs propres de l'opérateur H. 

7.5.34. a) Utiliser 7.5.23; b) utiliser 7.5.32. 

7.5.36. Pour démontrer ia suffisance de la condition utiliser 7.4.35. 

7.5.41. Utiliser 7.5.24. 7.5.43. Utiliser 7.5.30. 

7.5.44. Appliquer ke critère de Sylvester. 

7.5.45. Cf. V. Volévodine, p. 261. 7.5.49. H3=4H. 

7.5.50. Pour extraire la racine carrée de la matrice H, utiliser l'inégalité d’Hadamard 
(cf. 3.3.3). 

7.5.51. Utiliser 3.3.25. 7.5.55. Utiliser 7.5.52. 

7.5.56. Montrer que l'opérateur HS possède les mêmes valeurs propres que l’opéra- 
teur hermitien SV2HSV2. 

7.5.62. Cf. V. Volévodine, $ 78. 

7.6.8. Examiner les matrices de l'opérateur de dérivation et de son adjoint dans la 
base orthonormée 1, #, 1°, ..., ê. 

7.6.9. Pour le calcul des nombres singuliers, utiliser la matrice d'opérateur adjoint 
dans la base 1, r,#°, obtenue dans 7.1.12. 

7.6.10. Soient X et Y des espaces euclidiens (unitaires) arbitraires de dimensions n 
et m respectivement. Examiner l'opérateur engendré par la matrice À dans le couple de 
bases orthonormées des espaces X et Y, et utiliser l'existence des bases singulières de cet 
opérateur. 

7.6.17. Si A=UA/F est la décomposition singulière de la matrice 4, U* et V* sont 
des matrices qui peuvent convenir. 

7.6.26. Utiliser 6.3.51. 7.6.27. Utiliser 7.6.26. 

7.6.29. En utilisant 7.6.28 prouver que dans la forme de Schur de l'opérateur 4, tous 
les éléments hors diagonaux de celle des colonnes et de celle des lignes à Mntersection 
desquelles se trouve 41 sont nuls. 

7.6.30. En utilisant 7.6.29, démontrer l'existence de la base commune de vecteurs 
propres des opérateurs 4 et 4°. 

7.6.33. La démonstration est analogue à celle de 7.4.38. 

7.6.39. Les colonnes de la matrice sont orthogonales. 

7.6.40. Le rang de la matrice vaut un. 7.6.42. Utiliser 7.6.20. 

7.6.43. La matrice est symétrique. 

7.6.45. Vérifier si la matrice est unitaire au facteur numérique 2 près. 

7.6.46. Utiliser 7.6.36. 7.6.50. Cf. solution de 7.6.49. 

7.6.51. Utiliser l'égalité A/T4°= RARE, ou (H]T4)-KA/T4°)= U]T 4°. 

7.6.62. Utiliser 7.6.59. 7.7.2. Utiliser 7 

7.7.8. Utiliser 7.4.16. 

7.7.13. Utiliser l'existence de la base orthonormée commune de vecteurs propres 
des opérateurs normaux commutables (cf. 7.2.40). 

7.7.17. b) AH est semblable à la matrice HU24H1U3= HU3H\H1/2+jHV2H;H V2. 

7.7.18. Réaliser la transformation de similitude 4=DAD-1, où D est la matrice 
diagonale aux éléments diagonaux positifs choisis de façon que pour i=1, 2, ..., n—1 
la matrice À vérifie : &,1+1= —&i#1,1. Ensuite, appliquer le théorème de Bendixon (cf. 
7.7.15). 

7.7.19. Appliquer le théorème de Bendixon. 

7.1.20. Examiner l'égalité AH1°=E-+iHs:Hz* et montrer que |det (4H1°)|=1. 

7.7.21. Examiner la décomposition hermitienne de la matrice d’opérateur À dans 
la base de Schur et utiliser 7.5.50. 

7.8.8. Utiliser 7.5.62. 

78.11. Le vecteur b=(1 1 1)T est orthogonal à T4. 

7.8.15. La matrice du système est non négative. 
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7.8.18. Le système se décompose en deux systèmes, un par rapport à x1, x4, et l’autre 
par rapport à xs, xs, xs. 

78.22. Utiliser 7.8.5. 7.8.23. Utiliser 7.8.6. 7.8.32. Utiliser 7.8.7. 7.8.37. Utiliser 
7.1.32 et 7.8.26. 

7.8.38. L'énoncé implique T24=78, Ns4=N4. Pour démontrer la relation né- 
cessaire, utiliser 7.8.26. 

7.8.39. Montrer que les es opérateurs agissent de la même façon sur les vecteurs 
de la base singulière «1 

7.8.42. a), D). Utiliser 7. 8. al: © montrer d'abord que l’image et le noyau de l’opéra- 
teur X sont les mêmes que pour "l'opérateur A*; puis déduire de l'équation A°AX= 4° 
que l’action de X# sur le couple de sous-espaces Ta et T4° est opposée à celle de l’opéra- 
teur 4. 

7.8.43. Utiliser 7.8.42, a). 

7.9.6. La démonstration est la même que pour la loi d'inertie 

7.9.11. Utiliser la loi d'inertie. 

7.9.14. Constater que dans le passage de Dz-1 à Dz:1 le nombre de coïncidences 
de signes et le nombre de changements de signes augmentent chacun de un indépendam- 
ment du signe attribué à D£. De plus, le nombre de valeurs propres positives et celui de 
valeurs propres négatives de la sous-matrice 4x1 est chacun plus grand de un que le 
nombre correspondant de la sous-matrice Ax-1. 

7.9.39. Cf. 7.9.40. 7.9.40. Utiliser 5.6.36. 

7.9.42. Montrer que dans la transformation non dégénérée des deux formes, les 
racines z de l'équation ne changent pas. 

7.9.44. Utiliser 7.2.40. 

7.9.50. Soient À et B les matrices des formes quadratiques F et G, et supposons 
que B=STS soit la décomposition triangulaire de la matrice B. Les racines z de l'équation 
|A4—zB|=0 sont des valeurs propres de la matrice symétrique (S-1)TAS-1: on peut 
donc utiliser 7.4.30 


8.1.2. d). Utiliser l'inégalité de Minkowski. 

8.1.20. Montrer que la limite a de toutes les sous-suites est la même et que a est la 
limite de la suite toute entière. 

8.1.22. Utiliser 8.1.21. 

8.1.23. La base de l'espace étant fixée, les coordonnées de tous les vecieurs de la 
suite donnée sont bornées. 

8.1.32. Utiliser l’équivalence de la convergence en norme quelconque et de Ja con- 
vergence par coordonnées. 

8.1.35. Examiner la valeur de chacune des normes sur la boule unité de l’autre norme. 

8.1.38. Utiliser 8.1.35. 8.1.50. Utiliser 8.1.49. 

8.2.6. Démontrer la proposition b) de la norme d’opérateurs subordonnée, puis 
utiliser l’équivalence des normes. 

8.2.18. Utiliser 7.1.17. 8.2.21. b), c). Utiliser 7.6.34. 

8.2.22. Utiliser les relations 


1 1 
Hi=—(4+4*), Hs:=— (4-4). 
2 2 


8.2.27. Utiliser 7.6.64 et 7.6.34. 

8.2.28. Montrer qu'une matrice non négative À vérfe l'égalité : S(4)=1tr A. 

8.2.29. Utiliser 8.1.34. 8.2.37. Utiliser 8.2.34. 

8.2.39. Utiliser la représentation de la norme subordonnée de 8.2.38. 

8.2.41. Pour la norme donnée A4(4) posons m(x)= M(X), où X est la matrice dont 
la première colonne est x, alors que les autres colonnes sont nulles. Montrer que m{x) 
est une norme dans un espace arithmétique et que (4) et m(x) concordent. 

8.2.44. Utiliser 8.2.42 et 8.2.39. 

8.2.46. Utiliser 8.2.45. 

8.3.3. Utiliser 8.3.2. 

8.3.5. Utiliser 7.6.33. 
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8.3.6. Utiliser 3.3.32 et 8.3.5. 

8.3.7. Utiliser 7.6.33. La solution est analogue à celle de 8.3.5. 

8.3.8. Mettre À sous la forme 4=D(E+ D-1B), où D est une matrice diagonale 
composée d'éléments diagonaux de 4. 

8.3.10. Appliquer le critère du problème 8.3.9. à la transposée A7. 

8.3.11. Cf. indication à 8.3.8. 

8.3.25. Vérifier si | det 4A|=1. C’est pourquoi (cf. 8.3.24) l'augmentation du nombre 
de conditionnement n’est possible qu'au dépens de l'augmentation de la norme de la 
matrice. Montrer que le nombre de conditionnement des matrices à norme euclidienne 
plus grande qui vérifient les conditions du problème est plus petit. 

8.3.27. Utiliser l'expression de cond: (4+&E) par les valeurs propres de la matrice 4. 

8.3.28. Cf. 7.435. 

8.3.30. Pour évaluer le nombre de conditionnement, utiliser les inégalités du problème 
7.6.28. Si on multiplie la première ligne du système par 10-!, la deuxième par 10, la 
troisième par 100, la matrice du système obtenu devient symétrique. 

8.3.35. Montrer qu'on peut prendre comme approximation de la solution exacte 
du système donné la solution du système D{x) = b, où 


25 0 O0 0 É 
0 -3 0 0 3 
D=lo oo 5 ol ?=|10 
0 O0 O 4 4 


8.3.36. Montrer que comme approximation de la solution exacte du système donné 
on peut prendre la solution du système Bx=b, où 


0,5 —0,5 O 0 0,5 
0,5 0,5 O0 0 0,5 
B=lo o 3-21 ?=lo |: 
0 O0 -2 1 0 


8.3.37. Utiliser l'identité B-1— 4-1= 4-1(4 — B)B-1. 

8.4.1. Cf. 8.2.41, ainsi que V. Volévodine, p. 276. 

8.4.4. Démontrer que la matrice est définie positive. 

8.4.7. Appliquer 8.4.1 à la matrice de Frobenius du polynôme /(z)/as. 
8.4.9. Utiliser 6.4.102. 

8.4.12. Utiliser le théorème de Schur. 

8.4.15. Utiliser 6.4.102. 

8.4.17. Utiliser l'inégalité de Schur et la proposition 8.4.14. 


8.4.23. Examiner la matrice donnée envisagée comme une perturbation de la matrice 


12 1,5 0 
0,5 1 oO" 
0 O0 1 


8.4.25. Utiliser les inégalités du problème 7.4.38. 
8.4.27. La matrice donnée est semblable à la matrice symétrique 
2-10-4 —3.10-1 4.10-4  0,9991 
—3-10-1 1-10-4 —0,4993 —6-10-4 
4.10-4 —0,4993  2-10-4 —2.10-4||° 
0,9991 —6-10-4 —2-10-4  1-10-4 
qu'on peut envisager comme une perturbation de la matrice symétrique B telle que 
bia=ba= 1, b23= bs2= — 0,5, tandis que les autres éléments b,; sont nuls. 
8.4.28. Utiliser les inégalités du problème 7.4.38. 
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8.4.29. Envisager la matrice donnée comme une perturbation de la matrice symé- 
trique B telle que b11=b22=1, bi2=ba1= —2, b3a=b4s3= — 1, alors que les autres élé- 
ments b:s sont nuls. 

8.4.30. Utiliser 7.4.38. 8.4.33. Cf. 7.6.23. 

8.4.34. La matrice normale 4 implique que la matrice 4 — LE est également normale. 

8.4.35. a) Sur le supplémentaire orthogonal du vecteur e1 les valeurs propres de la 
matrice normale 4—/40E sont non inférieures à a en module; b) utiliser la condition 
I AX— uoX||° =e; d) utiliser l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski. 

8.4.37. Cf. 8.4.34. 

8.4.39. c) Utiliser l'estimation (8.4.6). 

8.4.40. Utiliser le théorème de Schur. 8.4.41. Utiliser le théorème de Schur. 


8.4.46. Ajouter à Cn-1 la matrice di zc et évaluer || 4-1 ||. 
8.4.47. Cette proposition se déduit de 8.4.46, ainsi que 8.4.44 est tirée de 8.4.43. 
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1.1.2. Oui, si la droite passe par le point O:; non, dans le cas contraire. 1.1.3. Non. 
1.1.4. Non. 

1.1.7. Non. 1.1.8. Oui. 

1.1.10. 2£, 

1.1.11. Oui. 1.1.12. Oui. 

1.1.13. Oui. 1.1.14. Oui. 1.1.15. Non. 1.1.16. a) Non; b), c), d) oui. 

1.1.17. Soit G un groupe additif abélien contenant plus d'un élément. Fixons un 
certain corps P et pour tout xE G et tout À€ P adoptons Âx=0. 

Ainsi, le sens de l’axiome 1-x==x consiste dans le fait qu'en multipliant les vecteurs 
de l'espace donné par des nombres arbitraires, on peut obtenir tous les vecteurs. 


1.2.13. Dans les deux cas : 5r2—5:2—41+6. Le système est linéairement dépendant. 
1.2.18. Soit x1, ..., x, un système de vecteurs arbitraire d’un espace arithmétique. 
Composons la matrice des coordonnées de ces vecteurs : 


Bu Pis... Bar 
Ba Bz ... Box 
Ban Be... Pix 


Soit m la première colonne de cette matrice, qui comporte des nombres différents de zéro. 
On peut obtenir par permutation des lignes de la matrice (ce qui correspond à la permuta- 
tion des vecteurs du système) que Fin 0. En retranchant maintenant des lignes (à partir 
de la deuxième) les multiples fixés de la première ligne, faisons que tous les éléments de 
la m-ième colonne, sauf le premier, soient des zéros. Les transformations réalisées des 
lignes de la matrice sont évidemment équivalentes à une suite de transformations élé- 
mentaires du type c) d’un système de vecteurs x1, ...,x,. En opérant maintenant avec 
toutes les lignes de la matrice, sauf la première, reprenons le processus décrit, etc. 

1.2.19. Le système est linéairement indépendant. 1.2.20. Le système est linéairement 
dépendant. 1.2.21. Le système est linéairement indépendant. 1.2.22. Le système est 
linéairement dépendant. 1.2.23. Le système est linéairement dépendant. 1.2.24. Le 
système est linéairement indépendant. 1.2.25. Le système est linéairement indépendant. 
1.2.26. Le système est linéairement indépendant. 1.2.27. Le système est linéairement 
indépendant. 

1.3.1. Tous les vecteurs sont de la forme (x, 0, B, 0, y). 1.3.2. Tous les vecteurs sont 
de la forme (x, B, y, B, æ). 1.3.3. Tous les vecteurs sont (1,2, «3,4, @s) qui vérifient 

5 


la condition > œ=0. 


{=] 
1.3.4. Tous les polynômes de degré =<2 et le polynôme nul. 1.3.5. Même réponse 
que pour 1.3.4. 1.3.6. Tous les polynômes de degré =2, dont la somme des coefficients 
est nulle, et le polynôme nul. 1.3.7. Même réponse que pour 1.3.6. 
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1.38. Non. 

1.3.11. 21=6xe+4xs; z22=2x1— 10xe + 8xs. 

1.3.14. Oui. 1.3.15. Non. 

1.3.28. 2. 1.3.29. 2. 1.3.30. 4. 1.3.31. 3. 1.3.32. 3. 1.3.33. 4. 

1.3.35. Par exemple, x1, x2. 1.3.36. Par exemple, x1, x2, x4. 1.3.37. Par exemple, 
X1, X2, Xa. 1.3.38. Par exemple, x1, xs. 

1.3.40. a) Exactement r vecteurs du système sont différents de zéro; b) r+ 1 vecteurs 
du système sont différents de zéro: en outre, deux d’entre eux sont colinéaires : C) ou bien 
r+2 vecteurs du système sont différents de zéro, trois d'entre eux étant colinéaires, ou 
bien r+1 vecteurs du système sont différents de zéro et il existe un triplet de vecteurs 
linéairement dépendants dont aucun couple de vecteurs n'est colinéaire. 

1.3.41. x1, x2: x1, X45 X2, X3: X8, Xa. 

1.3.42. Deux vecteurs quelconques. 1.3.43. x1, x2; x2, xs; Xe, Xe. 

1.3.45. Oui. 1.3.46. Oui. 

1.4.1. L'espace est unidimensionnel, sa base est un nombre quelconque différent 
de 1. 1.4.2. La dimension de l'espace vaut &. 1.4.3. L'espace est de dimension infinie. 
1.4.4. La dimension de l’espace est 2. 1.4.5. L'espace est de dimension infinie. 1.4.6. La 
dimension de l’espace est n7+ 1. 

1.4.7. a) 1; b) 2. 1.4.8. a) n; b) 2n. 

1.4.13. La base est le système b). 

1.4.21. La base est constituée, par exemple, des 1-er, 3-ième et 4-ième polynômes. 
1.4.22. La base est constituée, par exemple, des 1-er et 2-ième polynômes. 

1.4.23. 1/3, 1/3, 1/3. 1.4.24. 0, — 5,4. 1.4.25. 0, 2, 1, 2. 1.4.26. 67, — 51, — 3, 11. 

1.4.27. a) 1, —1, —1,1, —1,1; b) 2, —1, —1,1, —1,1; c) 1, —1, —1,2, —1,1. 

1.4.28. e=e1—exz. 

1.4.35. x1, x, xs, Xa. 1.4.36. Par exemple, x1, x2, xs. 

1.4.37. La dimension de L est n—1. 

1.4.38. a), b), c) nr; d) ñn—1. 

1.4.39. La base est constituée, par exemple, des 1-er, 2-ième et 3-ième polynômes. 

1.4.43. Non. 

1.5.2. Non. 1.5.3. Non. 

1.5.7. L:C LA. Les vecteurs x1, x2, x3 sont linéairement indépendants. 1.5.8. La base 
de la somme est constituée, par exemple, des vecteurs x1, x2, xs, 1. La dimension de 
l'intersection est 2. 

1.5.10. La base de la somme est constituée, par exemple, de vecteurs x1, x2, }1; 
la base de l'intersection, de vecteur z=(3, 5, 7). 1.5.11. La base de la somme est constituée, 
par exemple, de vecteurs x1, xs, x3, 71; la base de l'intersection est constituée, par 
exemple, de z1=(1, —1, 1, —1), z2=(2, 0, 2, 0). 1.5.12. La base de la somme est cons- 
tituée, par exemple, de x1, xe, xs, 2; la base de l'intersection est constituée de z1=(0, 4, 
1,3), z2=(2, 0, 1, — 1). 

1.5.20. x=(—1, —2, —6, —3)+1(3, 2, 6, 6). 

1.5.23. Le sous-espace L est bidimensionnel. Comme sous-espace supplémentaire 
on prend, par exemple, les enveloppes linéaires des vecteurs e1=(1, 0, 0, 0), ez2=(0, 1, 0, 0) 
ct es=(0, 0, 1, 0), es=(0, 0, 0, 1). 

1.5.24. Par exemple, l'ensemble des polynômes de la forme c-#*. 


2.1.5. Changement de l’unité d'échelle pour la mesure des longueurs. 
2.1.7. a) —1; b) 4; o) 0. 
2.1.11. Oui, si «=0; non, pour «ax0. 


2.1.14. 0. 
2.1.19. Non. 
2 2 ] 
2.2.5. i=xi=(1, —2, 2), y2= ra" 73? -:) ys=(6, —3, — 6). 


2.2.6. p1=x1=(1, 1, 1,1), y2=(2, 2, —2, —2), ys=(-—1,1, —1,1). 
2.2.10. Par exemple, de vecteurs xs=(1, 1, 1, 0) et xa=(— 1, 1, 0, 1). 
2.2.11. Par exemple, de vecteurs xs=4(2, 3, 1, 0) et xa=(1, —1, 1, 1). 
2.2.12. Par exemple, de vecteurs x3=(2/3, — 1/3, 2/3). 
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2.2.13. Par exemple, de xs=(1/2, 1/2, 1/2, 1/2), xa=(1/2, 1/2, — 1/2, — 1/2). 

2.2.16. n—-1,oùn est la dimension de l'espace euclidien donné. 

2.2.17. a) (x, })=Aimif1+ Asx2Pa+ ... + AnanBn: 

b) (x, D) =(2x1P1+ 12 +21) +(a2B2+asPs+ ...+anBn). 
Iciæi,...,@n et Pa, ..., Ba sont les coordonnées des vecteurs x et y dans les bases corres- 
pondantes. 

2.2.19. ni=x=(2, 3, — 4, — 6), ya=(-3, 2, 6, — 4), ys=(4, 6, 2, 3). 

2.2.20. y1=x1=0(1,1, —1, —2), y:=(2, 5, 1,3), ys=(2, — 1, 1, 0). 

2.2.22. Soit n=3. Composons d’après les lignes la matrice des coordonnées des 
vecteurs &1, ..., en. Remarquons que si on change le signe de tous les éléments d’une 
colonne arbitraire de cette matrice, ses lignes donnent les coordonnées du nouveau 
système de vecteurs orthogonal comme auparavant. C'est pourquoi on peut considérer 
que la première ligne de la matrice ne se compose que d'unités, et les colonnes possibles 
des premières trois lignes ne sont que de la forme suivante : 

1 1 1 | 
1, 1, —1 —1. 
1 —1 1 —1 
Désignons par x, y, z, w respectivement le nombre de colonnes de chacune des formes 
indiquées. Il est alors évident que 
X+y+z+w=n. 
L'orthogonalité des premiers trois vecteurs entraine 
x+y—z-w=0, 
X—7y+z—w=0, 
Xx—}y—2z+w=0. 


On tire de ce système : x=y=2z=w=n/4. Ainsi, n doit être un multiple de 4. 
2.2.26. Si f(t)=ao+ait+ast®+...+ant", g(t)=bo+bit+b2t®+...+bat", il vient 
(JS, g)=a0bo+ ab1+(2!)asbe+ ... + (7!) ab. 


2.3.6. Par exemple, y1=(—3, 1, —2, 0), ys=(1, —1, —2, 1). 
2.3.8. a) Un espace unidimensionnel de polynômes dont tous les coefficients sont 
égaux; b) le sous-espace de tous les polynômes impairs. 
.3.9. Par exemple, 3a«1—@s2+2as— 


&1—Xs— 224s+æs—=0 
pour le sous-espace L, et 
G+3a+  2xa=0, 
3a1+742—xs+ 2@%4=0 : 
pour son supplémentaire orthogonal. .. 

2.3.10. Soit L l'enveloppe linéaire du système de vecteurs &1, ..., ax non strictement 
linéairement indépendant. Le vecteur recherché y peut être représenté par la combinaison 
linéaire y=com+...-+arar. Comme (z, &)=0,i=1,...,4, pour déterminer les coefficients 
@1, ..., x, On peut obtenir le système d'équations linéaires 

(a, a)+(a, ajas+...+(ar, ajax =(x, &), 
(a, asj1+ (ae, asjas+ ...+ (ar, asjax=(x, a), 


(a, a+ (as, arjas+ ...+(ar, ajax =(x, ax). 


Pour construire le vecteur y, on peut utiliser toute solution de ce système. Le vecteur z 
s'obtient comme la différence x— y. 

2.3.11. Si le système x1, ..., xx est linéairement indépendant. 

2.3.12. y=(5, 2, —9, —8), z2=(9, —5, 3,1) 
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2.3.13. y=(0, —3, 5, 2), z=(2, —2, —2, 2). 
2.3.14. y=(1, 2, —5, 1), z=(—4, —2, 0, 8). 
2.3.16. Soiente:, ...,e, la base donnée et f1, ..., fn la base biorthogonale recherchée. 


Les conditions 
(ex, fs) =0, i=], JDE ss, 


montrent que le vecteur /f, doit appartenir au supplémentaire orthogonal de l'enveloppe 
linéaire des vecteurs e1, ..., e1-1, €j#1, ..., en. Dans ce sous-espace unidimensionnel, 
le vecteur /; est bien défini par la condition (es, fs)= 1. 

1 


2.3.18. f1=(1, 0, 0, 0, = (0. —. 0, 0). fs=10, 0,—, 0}, fa=10, 0, 0, : | 


2.3.19. f1=(1, 0, 0, 0), f:=(0, 1, 0, à. fa=(—1, —2,1, —3), f…=(0, 0, 0, 1). 
2.320. f.=(1, 0, 0, 0), fz=(—1, 1, 0, D du =(0, ne 1, 0), f4=(0, 0, —1, 1). 
1 


"(3° 23" 73 
1 


| 1 1! 1 1 1 1 
s=[. 4. 4° =). n=[;. T4! 23) 


2.4.2. a) Ne change pas; b) est remplacé par l'angle complémentaire (jusqu'à +); 
c) ne change pas. 


= 
2.4.4. |x|=3V2, |y|=6, |x—y|=3V2. Ainsi, le triangle est isocèle. x, FG-D=T 

de façon que le triangle est rectangle. x, pa et est un angle intérieur du triangle. 

NS T : F 4 ? M 

}, @— ee c'est pourquoi l’angle intérieur du triangle est y, (y— x). 


2.4.6. a) | f|3=10, re [f-gl8=3; |f<IgF+If-£gl$, par conséquent, le 
triangle est acutangle; b) | f|=19, |g1*=13, |f-g|*=4; reste B+lfe le le 
triangle est obtusangle. 

2.4.10. Pour un parallélogramme, les conditions de l'égalité des longueurs des côtés 
et de la perpendicularité des diagonales sont équivalentes. 

2.4.14. a) 12+31+ 3; b) 3; c) (3+ms+...+ma)". 

2.4.18. a) 1; b) 1; c) «. 


T TT 
2.4.24. —. 2.4.25. — 
4 3° 


2.5.8. L'égalité |x-y[=|x|+]|7|3 signifie que le produit scalaire des vecteurs 
x et y est un nombre strictement imaginaire. 

2.5.10. L'orthogonalité des vecteurs x+y et x—y ne s'ensuit pas du fait que les 
longueurs des vecteurs x et y sont égales. 

2.5.15. L'espace arithmétique complexe Ca. 

2.5.19. Au vecteur iz correspond le vecteur (—/B1, ..., —Bn,&1,...,&n). Dans Ren 
est induit le produit scalaire naturel (2.2.1). 


3.1.1. Appartient avec le signe plus. 3.1.2. N'est pas un élément du déterminant. 
3.1.3. Appartient avec le signe moins. 3.1.4. N'est pas un élément du déterminant. 
3.1.5 a) aisassassa4sas7an as; 


G13G24035%460570 62771 

6. i=j; b) i<j; c) i>J. 
.7. Avec le signe plus. 
7 GuG23...Ans. 

9. a)i+j= n+1;b)i+j<n+1;: c)i+j>n+1. 
10. Avec le signe (— Re 
ir (—1)n@-10/2.q1902, n-1. 

12. (—1)"-1. 3.1.13. (— js - (m/s, 3.1.14. 1. 3.1.15. 1. 
17. 0. 3.1.18. 0. 3.1.19. 16. 


Lo U3 Li Lo U) LU) U) Ui Li 
DÉDESOROR 
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3.1.22. Si l’on pose 


_1+YS 1— YS 
ri= 2 , ra 2 , 


le nombre de termes non nuls du déterminant d'ordre n de la forme donnée est 


ra — 1 1" 
ri+ re. 
Fa—r1 Pa—ri 


3.1.23. 24-21. 

3.1.24. (— 1)"(1" — a1as. . . an). 

3.1.25. 12+anf%-l+an-1t-3+ ...—+ast+ 01. 
3.1.26. n. 3.127. n. 


3.1.29. Le déterminant 


doit être nul. 
3.1.30. Le terme constant est le déterminant 


@G11 412 ... din 
Q21 92 ... Qîn 


.1.31. Le déterminant obtenu est un nombre complexe conjugué du déterminant 
ini 
3.1.32. Le déterminant est multiplié par (— 1)". 3.1.33. Le déterminant est multiplié 
par æ". 3.1.34. Le déterminant ne change pas. 
3.1.38. Le déterminant est multiplié par (—1)#*#-1)/2, L'élément de la case (r, j) du 
déterminant transformé est l'élément a,+1-1,7 du déterminant initial. 
3.1.39. Gn+1—1. n+1-1. 
3.1.40. Le déterminant ne change pas. 
41. Gn+1-$, n+1-1. 
2. Le déterminant ne change pas. 
. Le déterminant est multiplié par (—1)#t#-1)/2, 
. Les racines de l'équation sont les nombres —2, — 1, 1, 2. 
. Les racines de l'équation sont les nombres 0 et — 1. 
. X1}1 pour n=1; 0 pour #71. 3.1.47. 1 pour n=1; —2 pour n:=2; 0 pour 


trs: 


3 
Y 


pPomupue: 


1 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1 


.48. Les polynômes f1(r), ..., fat) sont linéairement dépendants. Soit, pour fixer 
les idées, fa(t)=x1f1(t)+ ... +an-1/n-1(1). Alors, pour toutnombre a, /,(a)=ai f1(a)- . 
…. +Œn-1 fn-1(a). C'est pourquoi dans le déterminant donné, les lignes sont linéarrement 

dépendantes. 

3.1.49. a) Le déterminant ne change pas; b) le déterminant s’annule. 

3.1.51. 1+ x131 pour n=1; (xa— x1}(ye— y1) pour #7=2; 0 pour n=2. 

3.1.52. cos (œ1—/B1) pour n=1; sin (œ1—@2) sin (B1— BP») pour n=2; 0 pour n>2. 

3.1.53. 1+x1Y1+x2y2+ . +Xaÿn. 

3.1.54. 1—-2oi+o3+ ...+o3)=—1. 

3.1.57. Le permanent de la matrice 
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est égal à 2 bien que ses lignes soient linéairement dépendantes. En même temps, le 
permanent de la matrice 

Gi") 

1 1! 


aux lignes lintairement indépendantes est nul 
3.2.1. a) Ca; b) (Cx)”. 3.23. Ca. 
3.2.4. Soit ps la somme de tous les mineurs principaux d'ordre ÿ du déterminant 
Gi1 12 ... din 


Alors, f(t)=19+pit#1l+...+pa-1t+pPn. 


3.2.5. k+1. 

3.2.8. Si D est d'ordre impair, D’ est symétrique; si D est d'ordre pair, D’ est anti- 
symétrique. 

3.2.9. Soit i>j. Alors, dans les premières j lignes du mineur M4, complémentaire 
de l'élément as se trouve la sous-matrice, composée seulement de zéros, qui compte 

n—)j colonnes. Puisque j+(n—j)=n>n—1, d'après 3.1.20, Mi,=0. 

3.2.10. D'= Dr, 

3.2.11. a) la j-ième ligne de D’ ne change pas, toutes les autres sont multipliées par «. 
Le déterminant D’ tout entier est multiplié par «*-1: b) dans D” on commute les i-ième 
et j-ième lignes, ms quoi toutes les lignes sont multipliées par (—1). Par là même le 
changement général du déterminant consiste à multiplier par (— 1)##1; c) toutes les lignes 
de D’, sauf la i-ième, ne changent pas; des éléments de la j-ième ligne on retranche les 
éléments correspondants de la Fième li ligne multipliés par «. Le déterminant D’ ne change 
pas; d) D’ est transposé. 

3.2.16. 216. 3.2.17. — 106. 3.2.18. 1. 3.2.19. 120. 3.2.20. — 11. 3.2.21. —2. 3.2.22. 
— 13. 3.2.23. 1. 3.2.24. 15. 3.2.25. 3. 3.2.26. 7. 

3.2.28. — 12. 3.2.29. 16. 3.2.30. 1. 3.2.31. — 400. 3.2.32. — 36. 3.2.33. 0. 3.2.34. 8. 
3.2.35. —1. 


1 L 
3.2.37. (411), 3.2.38. 4%+1—3%41, 3.2.39, 2411, 32.40. 5. 3.241. —[1+ 


+(—1)"]. 3.2.4. >ü +(—1D"]. 3.2.43. 1+n. 3.2.44 6M1+7n). 3.2.46. fn+1(2) = 


= (4 a:41) (À) — b:+106+1 4-12). 
3.3.2. Cette propriété est celle de tout volume orienté d’un parallélépipède dans tout 
espace euclidien ou unitaire. 
3.3.5. a) résulte de l'inégalité d'Hadamard; b) soit € la racine n-ième de l'unité : 
e=cos 27/n+i sin 2:7/n. Alors, l'estimation donnée par a) s'obtient sur le déterminant 
1 1 1  ...i | 
1 € €? ... en-l 
1 & et ... eXs-h |: 
1 ent ent... et0-D 
c) pour #=2 l'estimation s’obtient sur le déterminant 


ni 
1  1|° 
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Supposons que pour n7=2# l'estimation s’obtienne sur le déterminant de la matrice 4,; 
alors, pour m=2#+1, i] faut prendre le déterminant de la matrice d'ordre 2n suivante 


3.3.6. Si dans le déterminant donné 4, pour un certain couple d'indices i, j l'élément 
ais est inférieur à l'unité en module, alors, si 4:30, on augmente d, en remplaçant a:; 
par 1, et si A:3<0, en remplaçant &; par —1. Enfin, pour 4:5=0, si on remplace ais 
par l’une quelconque de ces valeurs, le déterminant ne change pas. Un raisonnement 
analogue sur le minimum d'un déterminant montre qu'un des déterminants d'ordre donné 
à valeur maximale en module est le déterminant composé de 1 et de — 1. 

3.3.7. Pour démontrer l'inégalité h2-1-< A, il suffit de border de la façon suivante le 
déterminant d,-1 d'ordre 7 — 1 composé de 0 et de 1 et égal en module à hs-1 : 


0 
dn-1 
d= .…. : 
(4) 
0...0 1! 


pour obtenir le déterminant d'ordre 7 composé également de 0 et de 1, égal en module 
à Rn-1 . 

Pour démontrer l'inégalité hs =£gn-1, prenons le déterminant extrémal d, composé 
de O et de 1; commutons ses lignes de façon que dans la case (1, 1) se trouve l'unité et 
obtenons en retranchant des lignes qui suivent pour que tous les autres éléments de la 
première colonne soient des zéros. Alors, dans les dernières ligne et colonne on obtient le 
déterminant d'ordre #7—1 composé de 0, 1, —1, égal en module à h,. D'après 3.3.6, le 
module d’un tel déterminant ne dépasse pas £gn-1. 

Pour démontrer l'inégalité gn-1<£n, il suffit de border le déterminant extrémal dn-1 
composé de 1 et de — 1 de même que dans la démonstration de la première inégalité, puis 
appliquer 3.3.6. 

Pour démontrer la dernière inégalité, prenons le déterminant extrémal d, composé 
de 1 et —1. En multipliant, si nécessaire, ses lignes et ses colonnes par — 1, obtenons que 
tous les éléments de la première ligne soient égaux à 1, alors que tous les éléments de la 
première colonne, à partir du deuxième élément, soient égaux à — 1. En ajoutant mainte- 
nant la première ligne à toutes les autres, on obtient dans les dernières ligne et colonne 
le déterminant d'ordre 7— 1 composé de 0 et de 2 et égal en module à g,. En éliminant 
2 de chaque ligne, nous découvrons que ce déterminant est le produit de 2-1 par un 
certain déterminant d'ordre ñn—1 composé de 0 et de 1, d’où l'on déduit l'inégalité né- 


cessaire. 
3.3.8. D'aprés 3.3.7, 4a=<g2= 2. Le fait que /3= 2 résulte, par exemple, du déterminant 


1 O I 
1 1 0O!|. 
0 1 1 


Puisqu'il est évident que h:=1, d'après 3.3.7, gs<=4. Comme gs=g2=2 ct gs est le mul- 
tiple de quatre, on a g3=4. 

3.3.9. Soit dh-1 le déterminant extrémal d'ordre n— 1 composé de 1 et de —1. Dé- 
signons les colonnes de ce déterminant par &, az, ...,4A-1 et composons le déterminant 
suivant d'ordre n composé également de 1 et de —1 : 


Gi 2... An-1| Qi 
4 1:21 1l 


Parmi les mineurs d'ordre n— 1 qui se trouvent dans les premières n— 1 lignes du déter- 
minant, deux seulement diffèrent de zéro; c'est pourquoi en décomposant suivant la 
dernière ligne on obtient d=24d,-1. 


d= 


RÉPONSES ET SOLUTIONS 271 


3.3.10. D'après 3.3.5, 3.3.7 et 3.3.9, gs est multiple de 16 et gsz2g4=32. D'autre 
part, d'après l'inégalité d’'Hadamard, 


g5= (75) =25)5<64. 


Par conséquent, gs est égal soit à 32, soit à 48. La méthode qui consiste à border le déter- 
minant d'ordre 4 donnée dans la solution du problème 3.3.9 ne permet d'obtenir pour 
le déterminant d'ordre 5 que la valeur 32. C'est pourquoi bordons le déterminant d’une 
autre façon : 


1 1-1 -1 1 


Ce déterminant vaut 48. Ainsi, gs = 48. 
3.3.11. Admettons que M=1. Bordons le déterminant d d'ordre n de la façon 
suivante : 


to | — 


1 1 
0 
d 


II est évident que le déterminant obtenu d d'ordre n+ 1 est égal à d/2. Retranchons mainte- 


nant la première ligne de d de toutes les autres lignes. Alors tous les éléments du déter- 
minant ne dépassent pas en module 1/2, et d’après 3.3.5, a), 


dJ2=(1/2}9+1.(n+ 1)+3)2, 


ce qu’il fallait obtenir. 

3.3.13. a) le déterminant G{xi1, ..., xx) est de la forme diagonale et vaut 
lx1l2- 1x2? ... 1xel?; b) le déterminant G(x1, ..., xx) est de la forme « quasi diagonale » 
et vaut Ga, cs At) G(Xt+1, ..., Xe). 

3.3.14. à) le déterminant ne change pas; b) le déterminant est multiplié par |æ|°; 
c) le déterminant ne change pas. 

3.3.20. D'après 3.3.18, GUa1, ..., an) est le volume de parallélépipède tendu sur 
les vecteurs a1, ..., an; le sens du module de det À est le même. 

3.3.25. Le déterminant de Gram ne dépasse pas le produit de deux de ses mineurs 
réciproquement complémentaires et lui est égal si et seulement si au moins l’un de ces 
mineurs est nul ou bien tous les éléments hors de ces mineurs sont nuls. 

3.3.27. Pour k=3, l'inégalité devient 


Vo, xe, xs) < S(x1, x2) Sx1, xs) S(xz, xs). 
Ainsi, le carré du volume du parallélépipède tendu sur les vecteurs x1, x2, xs ne dépasse 


pas le produit des aires de ses faces. 
3.3.29. Si tous les éléments d'une certaine ligne ou déterminant orthogonal sont 


remplacés par des nombres es, j=1,..., n, tels que € = D) |es|< 1, alors le déterminant 


obtenu vérifie les inégalités : 
1—lel<|d'|<|1+lel. 


3.3.30. Le module du mineur à l'intersection des lignes d'indices 1, ..., iset des 
colonnes d'indices j1, ..., jx est un volume de parallélépipède obtenu par la projection 
des lignes considérées sur le sous-espace de coordonnées des vecteurs es,, ..., en}, Où 
e1, ..., En est la base naturelle de l’espace arithmétique. 
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3.3.32. Si on adopte que la base du parallélépipède 77, de dimension # correspondant 
est le parallélépipède 77,-1 de dimension n— 1 tendu sur les premières n— 1 lignes, alors 
l'indice de 77, est très faible, le volume de la base 77,1 étant très grand. 


3.42. a = A(1, .., P) 
AG, ...,p-1) 
A7 
SG A 
D PA pe CT 


3.4.10. 4. 3.4.11. — 165. 3.4.12. — 12. 3.4.13. 5. 3.4.14. 0. 3.4.15. 80. 3.4.16. 3. 
3.4.17. 279.3-3.5-4.7-2, 3.4.18. 240. 3.4.19. — 1/2. 3.4.20. — 18 016. 3.4.21. 2. 3.4.22. 
— 1. 3.4.23. 5. 3.4.24. 16. 3.4.25. 63. 3.4.26. 32. 3.4.27. 1. 3.4.28. 13. 

3.4.29. Ce nombre est un polynôme de n dont le terme de degré le plus élevé est 
ns/3. 

3.4.30. a) Le terme de degré le plus élevé du nombre d'opérations est #°/2; b) le 
terme de degré le plus élevé est 37. 

3.4.31. Le calcul du déterminant ds+1 doit se faire de façon que d, reste mineur 
principal directeur dans d,,1. La construction du déterminant de la matrice 
doit débuter d'en haut. 

3.4.32. La condition de non-dégénérescence permet, en appliquant seulement des 
commutations des lignes, d'obtenir l'inégalité à zéro de tous les mineurs principaux 
directeurs; des commutations des 7—1 premières colonnes sont également admissibles. 
Ensuite on applique la méthode de Gauss qui comporte les dernières colonnes de tous les 
k déterminants. 

3.4.33. Par exemple, placer la première ligne à la dernière place et faire de même 
pour la première colonne. 


3.4.36. Par exemple, le déterminant 


1 O0 O...1 
1 1 0...1 
1 1 1...1|. 
|] —-1 —1...1 


3.4.38. Pour la méthode de Gauss à pivot choisi suivant une colonne, la proposition 
n'est pas vraie; un exemple : 
| 1 1000 | 


3.4.39. Admettons que nes |a;|=1. Désignons : «=|a$? |, B=la$ |. Alors, 
‘,4 


B=2, 0B<4, d'où B=<2V2<3. 
42. Le déterminant est égal à 1 et la longueur de chacune de ses lignes vaut 1; 
au 3. 3. 4, les lignes d’un déterminant sont orthogonales deux à deux. 
3.4.43. a) 2». (det 4); b) 0; c) (det 4)°; d) (—1)"-(det A4}. 


: 4.1.4. Tous les éléments de la matrice ne faisant pas partie du mineur de base sont 
es Zéros. 
4.1.5. Cf. réponse du problème 4.1.4. 
4.1.14. Si b1, ..., Dm, C1, ..., Ca est une collection de nombres convenable, pour 
1 1 


tout nombre «, «#0, convient également la collection æ&bh1, ..., «bn, : Cis ses — x: 
œ 
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4.1.17. Non. Un contre-exemple : 
A= É À | 
0 0 
.18. Ou bien le rang ne change pas, ou bien il change de l'unité. 
1.19. Le rang ne change pas plus que de l’unité; le rang ne change pas plus que 


1.21. O0, 1, 2. 

1.28. 1. 4.1.29. 4. 4.1.30. 3. 4.1.31. 3. 4.1.32. 4. 4.1.33. 4. 
1.34. La dimension vaut trois. 

1.35. a) Oui; b) oui; c) non. 

.2.7. Un tel plan se compose d'un seul vecteur. 

2.8. 

2 


de 


Un tel plan coïncide avec l’espace tout entier. 
29. n. 

4.2.12. Si xo, x1, ..., xx est le système de vecteurs donné, on peut prendre comme 
vecteur de translation du plan recherché xo, et comme espace directeur, l'enveloppe 
linéaire des vecteurs x1—xo, ..., Xx—Xo. 

4.2.15. Li+ La. 

4.2.16. L, si A0; O, si À=0. 

4.2.17. Oui, si L=O; dans ce cas, M coïncide avec F. Non, si LÆO, étant donné 
que la multiplication par un nombre, comme elle est définie dans 4.2.16, fait sortir des 
limites de M. 

42.18. Conserver la définition de la multiplication par un nombre pour les nombres 
À différents de zéro. Pour tout plan P=xo+L poser O°‘P=L. Alors L est l'élément nul 
de l'espace M. 

4.2.19. dim M=n—k. 

4.2.20. Le plan indiqué contient le vecteur =, mais ne contient pas le vecteur v. 

4.2.22. a) La droite ne coupe pas le plan; b) la droite possède avec le plan un seul 
vecteur commun zo=(2, 1, —2, 2); c) la droite appartient au plan. 

4.2.23. Les droites possèdent un vecteur commun zo=(—5, 11, —16, —11, 7). Le 
plan qui passe par ce vecteur et dont le sous-espace directeur est l’enveloppe linéaire des 
vecteurs g1 et g2 contient les deux droites données. 

4.2.24. Mener le plan par x1 parallèlement à l'enveloppe linéaire des vecteurs x2— x1, 
g1, g2. 

4.2.25. Les plans ont un vecteur commun unique zo=(1, 2, 1, 0, 1). 

4.2.26. Les plans ne se coupent pas. De plus, leurs sous-espaces directeurs ne se 
coupent que suivant le vecteur nul. 

4.2.27. Les plans ne se coupent pas. De plus, leurs sous-espaces directeurs se coupent 
Suivant un sous-espace unidimensionnel tendu sur le vecteur 2p1+p2=g2—gq1=(5, 1, 0 
0, 5). 

4.2.28. Les plans se coupent suivant la droite x=20+gz2f, où =o=(—2, — 1, 6, 6, 7). 

4.2.29. Les plans ne se coupent pas. De plus, ils possèdent le même sous-espace 
directeur. 

4.2.30. Les plans se confondent. 

4.2.34. Soient P= xo+ Lx et e1, ..., ex la base de Lx. Complétons-la jusqu'à la base 
de l’espace tout entier : e1, ..., ex, ek+1, ..., en. Alors on peut adopter comme hyperplans 
recherchés 


4.1 
4.1 
K. 
4. 
4. 
4. 
4. 
4 
4 
4 


T=xo+L(e1, ..., ex, ex+2, €x+3, ..., en), 
T2=Xo+L(e1, ..., 6x, @k+1, 6k+3, ..., en), 


Tn-k=Xo+L(e1, ..., CE) ek+1l, CE+2, ... €n-1). 


4.3.1. Si xo cst un vecteur arbitraire vérifiant la conditon (7, xo)=b (comme xo on 
peut prendre, par exemple, le vecteur &on, æo=b/(n, ñn)), alors l’ensemble donné est un 
hyperplan des vecteurs de la forme Xo+y, où y est un vecteur quelconque orthogonal à n. 
Cet hyperplan est un sous-espace si et seulement si b=0. 

4.3.5. nt)=1+ct+c1°+...+cn, b=d. 
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4.3.8. Soit xo un vecteur d’intersection arbitraire. Mettons les équations des hyper- 
plans sous la forme 
(ra , x— xo)=0, 
(n2, x—xo)=0, 


+... ee 


(nx, x—xo)=0. 


Ceci montre que l'intersection des hyperplans donnés est le plan P=xo+£L, où L est le 
supplémentaire orthogonal à l'enveloppe linéaire des vecteurs m1, ..., ñx. 

4.3.10. Le supplémentaire orthogonal à L est tendu sur les vecteurs z1=(—3, 1, 
—2, 0); z2=(1, —1, —2, 1) (cf. 2.3.6). C'est pourquoi P peut être décrit, par exemple, 
par le système d'équations 

(21, x)= (21, x), 


(ze, x)=(z2, xo), 
c'est-à-dire 
— 3%1-+042— 203 = —4, 
@1—@2—2%8+a4= — 1]. 


43.14. zo=con, où «o=b/(n, n). 
4.3.16. f(t)=1 


4.3.19. 5 

4.3.22. 2. 4.3.23. 2. 

4.3.24. 150. 4.3.25. 5. 4.3.26. 5. 
4.4.4. 0, 7. 


4.4.5. Pour 2%#1, 2, le système admet une seule solution; pour À=1, le sous-espace 
des solutions est unidimensionnel, et pour À=2, le sous-espace des solutions est bi- 
dimensionnel. 

4.4.6. Pour À# — 1, —2, le système admet une seule solution; pour À= — 1, le sous- 
espace des solutions est unidimensionnel, et pour À= —2, le sous-espace des solutions 
est tridimensionnel. 

4.4.8. Les pivots sont égaux aux rapports des mineurs situés dans les premières ligne 
et colonne et dans les dernières ligne et colonne. 

4.4.10. La dépendance linéaire des vecteurs m1, ..., 7x conduit d’une façon évidente 
à la dépendance linéaire des vecteurs z1, ..., z2. Supposons maintenant, inversement que 
dans l'égalité œ1z1+ ...—+aæxzx=0 il existe des coefficients différents de zéro. Alors deux 
solutions du système (4.4.1), la solution nulle et &æ1}1+...—+axyr, admettent que les 
dernières n—r composantes aient les mêmes valeurs; par conséquent, Gi+...+axyz=0, 
c'est-à-dire les vecteurs »1, ..., yx sont linéairement dépendants. 

4.4.14. Pour réaliser la méthode de Gauss et obtenir par la suite des formules de la 
solution générale, on effectue avec les lignes de la sous-matrice donnée seulement des 
transformations élémentaires. Le résultat final est la matrice C [les lignes nulles de la 
(r+ D-ième à la m-ième sont rejetées]. 

4.4.16. Tout vecteur de l'espace arithmétique de dimension 4 est une solution du 
système. 


7 n) 
4.4.17. Par exemple, la solution générale x1= —3*%+7%; X4=0. Le système fon- 


damenta]l de solutions : y1=(—7, 3, 0, O0): y2=($5, 0, 3, 0). 

4.4.18. Solution générale : xs = 2x1+ 5x2 — 9x4. Le système fondamental de solutions : 
ni=(1, 0, 2; 0); y2=(0, 1; 5, 0); y3=(0, 0, —9, 1). 

4.4.19. Le système ne possède qu'une solution nulle. 

4.4.20. Solution générale : x1=x4; Xx3=X4; Xxs= —X4. Le Dee fondamental de 
solutions se compose d'un seul vecteur, par exemple, de y=(1, 1, , 1). 

4.4.21. Solution générale : x1= 2x3 + 8xa; x2= — xs — 2x4; 0 Système fondamental 
de solutions : y1=(2, — 1, 1, 0, 0); y2=(8, —2, 0, 1, O0). 
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1 41 
4.4.22. Solution générale : x1= 73 X3— 12x4— Tr X5: Xo=X3—9xa— 18xs. Système 


fondamental de solutions : »1=(—1, 2, 2, 0, 0): y2—(12, 9, 0, —1, 0): ys=(41, 36, 0, 
0, —2). 


1 3 
4.4.23. Solution générale : XX X5; X3—=X4— 7 xs. Le système fondamental 
de solutions se compose d’un seul vecteur, par exemple, y=(1, 1, —3, —3, 7). 
1 3 


1 1 

4.4.24. Solution générale : x1= . Be Xs; Xe = ae xs+ xs Xa=0. Système 
fondamental de solutions : y1=(2, 9, —6, 0,0); y:=(—2, 3, 0, 0, 6). 

4.4.25. Solution générale : x1=—x2=x3=—x4+3xs. Système fondamental de 
solutions : y1=(—1, 1, —1, 1, 0); y2=(3, —3, 3, 0, 1). 

4.4.26. Les trois premières colonnes de la matrice sont linéairement dépendantes; 
la quatrième colonne n'est pas exprimée linéairement par les autres, il s'ensuit que x4=0; 
ceci est également vrai pour la cinquième colonne; donc, xs=0. 

4.4.27. X4, Xs; X1, X45 X3, X45 Xe, X55 X1, X25 X2, X3. 

4.4.28. n+1—k. 

4.4.29. La base du sous-espace est formée, par exemple, de polynômes fi1(r)= 
=t4—613+11r— 67 et fa(r)=15—2513+ 601 — 367. 

4.4.30. à) Par exemple, 

7T0x1 — 16x2+ 4x3 + x4= 0, 
—Sxi+ Xx2— xs+xs=0. 
Pour obtenir la réponse à b) et c) il faut ajouter à a) une (deux) combinaison linéaire 
quelconque des équations a). 

4.4.31. Non. Les systèmes donnés ne sont pas équivalents. 

4.4.33. (44, —11, —31, —-6). 

4.5.6. Pour 1x 0,6, le système est défini; pour À=0, il est incompatible; pour 2-6, 
le système admet un plan des solutions bidimensionnel. 

4.5.7. Pour Àx — 1, 2, le système est défini; pour À=2, il est incompatible; pour 
À= — 1, le système admet un plan des solutions bidimensionnel. 


. 45 37 23 42 
4.5.12. Par exemple, la solution générale : x1 TU 19 X2 19 Xs 19 X4. 
4.5.13. Le système est incompatible. 
4.5.14. Par exemple, la solution générale : x1=—1+xs+ 2x4; xe= —3+xs+2xa. 
4.5.15. Le système possède une seule solution : x1=1; xa=—1,xs=—1; xa=1. 
4.5.16. Solution générale : x1=6—Xx5; x2= —5S+x5; Xx3=3; xa= —1—xs. 


| 3 39 1 2 
4.5.17. Solution générale : x1= pur Lors X5; x3 + xs; X4—= nr. 
. 7 3 11 5 
4.5.18. Solution générale : MTS Xe Xa+— X4; xs =. 


4.5.19. Le système est incompatible. 
4.5.20. Le système possède une seule solution : x1=x2=x3=x4=1; x5=2. 


5 3 11 6 

4.5.21. Solution générale : X=S X2; X3=Xxa=0; x TS X6. 

4.5.22. Le système cest incompatible. 

4.5.23. Pour #5, le système est incompatible. Pour 2=S5, le système est compatible 
et sa solution générale est, par exemple, x1=—4+x3; x2= 5 0 ; 

4.5.24. Pour 1x —3, le système admet une seule solution : 
| 42+11 +11 
EE Loe= ——_—_—— » = - 

Â+3” * 3(G+3) 3(4+3) 

Pour À= — 3, le système est incompatible. 
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4.5.25. Le système cst compatible quelle que soit la valeur de 2. Pour 4x —95, 


13 23 
la solution générale est de la forme : x:=0, x1= TT: xs. Pour À= —95 la solution 


générale es! : x Le = 
Lt: X1=— + — Xe —— Xs. 
"42 D 112. 
4.5.26. Pour Àx1, — 2, le système admet une seule solution : 


Pour Z= 1, la solution générale est : x1=1—x2—x3. Pour À= —2, le système est incompa- 
tible. 
4.5.27. Pour Àx1, —2, le système admet une seule solution : 


Pour Z=1, le système est incompatible. Pour = —2, le système est compatible et sa 
solution générale est : x1=x2=—1+x3. 
4.5.28. Pour 2x 1, —2, le système admet une seule solution : 


3 __ A+1) 
AR G = pDaiD "A=-DG+2) 


Pour 4=1 et À= —2, le système est incompatible. 
4.5.29. Pour 2% 1, 3, le système admet une seule solution : 


A—4 
X1=—1, x2= a Me re 
Pour /=1, la solution générale est : x1=1—x2—x3. Pour 4=3, le système est incom- 
es Pour 4x1, 3, le système admet une seule solution : 
| 2 3277 
ras , Xe=X3=0, G=-DG-D 
Pour = 1, le système est incompatible. Pour Z=3, la solution générale cest : 
17 1 2 
X1= To X3 5 X4,  X2=2 


4.5.31. La troisième colonne de la matrice du système ne s'exprime pas linéairement 
par les autres colonnes; la cinquième colonne ne s'exprime pas linéairement par les autres 
colonnes de la matrice complète du système. 

4.5.32. Non. Les formules ne sont pas équivalentes. 

4.5.33. Oui. 

4.5.34. n+1—Kk. 

4.5.35. Les conditions données déterminent un plan bidimensionnel. Si fo(t) est un 
polynôme quelconque de ce plan, les polynômes fo(r), fo(r)+fi(r), fo(r)+ fair), où fi(r) 
ct f2(r) constituent la base du sous-espace directeur, sont linéairement indépendants. 
Comme f(#) et fz(1) on peut prendre les polynômes du problème 4.4.29. 

. X1=2, Xe= 1, x3= 1, xa=3. 


ap—bq-cr-ds bp+ag-dr+cs cp+dg+ar-—bs 
4.5.40. D a re 


dp—cq+br+as 


Xa = 
ÿ A 
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4.5.42. f(t)=13-41°+31—2. 
4.5.43. f(t)= —-313+7r. 

4.5.47. f(t1)=1t—-41°+31—1. 
4.5.49. f(t)=214—13—-31"—-21+1. 
4.5.51. f(t)=215—-414—31°+51—2. 


4.5.53. Ecrivons pour la fonction f et ses dérivées le système d'équations : 


hf =£ 
k'f+ hf" =g", 
hO [+ 2h f" + hf) =g(®, 


ho fn 0 pre CRD hf go, 


En utilisant la formule de Cramer pour f{#) calculons la relation nécessaire. 
4.5.54. fS)(1)= — 


5.1.1. Oui, si a=0; non, si az0. 5.1.2. Cf. réponse à 5.1.1. 5.1.3. Oui. 5.1.4. Oui. 
5.1.5. Oui. 5.1.6. Non. 5.1.7. Oui. 5.1.8. Oui. 

5.1.9. Oui, si «=0; non, si «#0. 5.1.10. Oui. S5.1.11. Non. S5.1.12. Non. 5.1.13. 
Oui. 5.1.14. Non. 

S.1.15. Non. 5.1.16. Oui. 5.1.17. Non. 5.1.18. Oui. 

5.1.19. Oui. 5.1.20. Oui. 5.1.21. Oui. 5.1.22. Oui. 5.1.23. Oui. 5.1.24. Oui. 5.1.25. 
Non. S.1.26. Non. 5.1.27. Non. 

5.1.34. Tout opérateur de l’espace R* consiste à élever tous les nombres de cet 
espace à la puissance à exposant réel fixé (pour l’opérateur donné). 

S.1.36. Non. 5.1.37. Oui. 

5.1.40. a) Oui: b) non. 

5.1.44. Non, si le système x1, ..., xx est linéairement dépendant. 

5.1.45. Oui. 

S.1.47. Pour que la fonctionnelle linéaire æ de l'espace M, puisse être donnée par la 
formule pf(r)=/f{(ao), il faut et il suffit que les nombres 


ca=g(r9, i=0, 1, ...,n, 
vénifient les relations 


c 
co=Î, : =çconst, i=0, 1, ..., n—1. 
Ci 


5.1.52. Non. Tout opérateur de l’espace C obtenu de cette façon associe les vecteurs 
« réels » (c'est-à-dire les vecteurs de la forme x+50) encore aux vecteurs réels. 

5.1.53. Non, si cette fonctionnelle n'est pas identiquement nulle. 

5.1.55. Oui, si dim Y = dim X; non, si dim Y<dim #. 

S.1.56. Non, si dim Y =dim X; oui, si dim Y =dim #. 

S.1.59. N4; 0. 

5.1.66. n, si f—0; n—1, si fx. 

5.1.67. Le sous-espacc bidimensionnel des vecteurs orthogonaux à a; le sous-espace 
bidimensionnel des vecteurs coplanaires à a et b. 

5.1.68. N4 est une droite tendue sur le vecteur a; T4 est un plan perpendiculaire 
au vecteur g. 

5.1.69. Si (a, b)=0, N\4 est un plan perpendiculaire au vecteur a; T4 est une droite 
tendue sur le vecteur b. Mais si (a, b) 0, alors MN est une droite tendue sur le vecteur b; 
T1, un plan perpendiculaire au vecteur a. 

5.1.70. rA=1, la base de l’image : = =(1,1,1); 74=2, la base du noyau : Z1= 
=(1, —1,0), Z2r=(1, 0, —1). 

S.1.71. r4=2, la base de l’image : y1=(2, 1, 1); y2=(—1, —2,1); n4=1, la base 
du noyau : Z (1. 1, 1). 
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S.1.72. r4=3; n4=0. 
5.1.73. L'image : Mh-1; le noyau : Mo. 
5.1.74. Cf. réponse à 5.1.73. 
5.1.75. n+1—k, si k=<n+1;0,sikzn+1. 
5.1.76. Np=L:; TP=Li. 
5.2.7. Soit «1, ..., en unc certaine base de l'espace X et supposons que pour l'opé- 
rateur 4 de oxry 
Aei=augi+@Gug2+...<+@migm;, 
Ae2 = @2q1 + G22Q2 + . .. + Gm2Qm, 
Aen=@ing1+ AnQ2+ ... TOmnYm. 
Adoptons 
Bie1=aug1,  Bee1=angr, ..., Bme1=Qmi9m, 
Bies= a1°q1, o—Q2q2, ..., Bme2=Gm°m, 


Bien =aGing1 à Bsen = G2nq2, .. Bnen=Gmngm. 


Il est évident que les opérateurs Bi, i=1, ..., m, satisfont aux conditions du problème. 

52.11. dmoxrry=mn. 

5.2.12. a) Non, si T #0; b) non, si NX. 

5.2.13. dim owxr=k#kn. 

5.2.14. dim Ky=nmÜ(n—0. 

5.2.20. Soient e1, ..., ea (d=n—r) une base quelconque de M4: e1, ..., 4, €4+1, . 
..., €n une base de X. Alors, les vecteurs }1=/Aea:1, ..., yr—=/4e, constituent une base 
de T1. La représentation recherchée de l'opérateur À cst donnée par les opérateurs 
Bi, ..., B;, définis par les égalités 


0, k<d+i, 
Vs, k=d+i. 


5.2.21. Ou bien N4=Ns, ou bien T1=7T8. 

5.2.22. Soient dans L tous les opérateurs de rang =1, et 4, un opérateur arbitraire 
de rang 1 de L. Considérons dans L le sous-ensemble L: des opérateurs B tels queN23>N\4, 
et le sous-ensemble L: des opérateurs C tels que TcC T4. D'après 5.2.13, 5.2.14, ces sous- 
ensembles sont des sous-espaces de L de dimension =r. Donc, LL, L:XL et il existe 
un opérateur D de L tel que D&L1, DELa, c'est-à-dire TÉT4, No N4. Mais alors 
(cf. S.2.21), A+ D est de rang 2. 

5.2.23. Non (cf. 5.2.8). 

5.2.24. Oui. 

5S.2.26. Ne-p=TP; TEr-P=NP. 

5.3.4. Non. 

5.3.6. n(n—r). 5.3.7. nn—r). 5.3.8. Le rang est égal à nr, le défaut est égal à nn—r). 

5.3.10. Soit xENo+x. Alors, 


Aîtkx=0= AGtI(AE-1 x), 


" Bierx= 


Puisque N=No#1, on a 
AUAË-I1x)=0= ACTE y, 


c'est-à-dire xENo+x-1. Par conséquent, No+z=No+x-1. En poursuivant ainsi, on obtient 
No+k =No+r-1 =Nysxr-2= . = Not =N. 
5.3.12. n+1. 
5.3.19. Si D est un opérateur de dérivation, on a 


1 Liz | 
ÉRLE TS Dr, D°+ .. er DA. 
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5.3.21. Soient 9(4)=0 et p{t)=q(t)m(r)+r(t), où le degré de r{r) est inférieur à celui 
de m{t), ou bien r(r)=0. Si r(#) est un polynôme non nul, alors r(4)=9(4)-g(4)nm(4)=0, 
ce qui contredit la définition du polynôme "(t). 

5.3.22. Soient mir) et m2(r) deux polynômes annulateurs de degré minimal. De plus, 
on peut considérer que les coefficients dominants des deux polynômes valent 1. Si p(t)= 
=m(t)-— mt) est un polynôme non nul, il annule également l'opérateur A. 

5.3.23. a) mt)=1?-1, P#0,E; mt)=1tpour P=0; m(1)=1-1 pour P=E;b) m(t)= 

1; c) m(t)= 1. 

5.3.25. Non. 

5.3.31. Le fait que P1P2 est un opérateur de projection se déduit de l'égalité (cf. 
5.3.17) : 


(P1P3)=P1P2P1P:=P;P2=P1Pe. 


La commutabilité de P:1 et P2 entraîne également que Tr,r,CTr,NTr,. Si, inversement, 
XETP, (TPS, alors, P1x=Pex= x et P1Pex = x, c'est-à-dire xE Th,Ps. 

En utilisant encore la commutabilité de P:1 et Ps, on obtient que Nr, CNPr;r, ct NnC 
CNPiPs, C'est-à-dire Nr,+Nr,CNPr,r,. Supposons maintenant que xENprr,. Alors, 
Pex ENP, et (E—Pe)x ENP,. L'identité x=Pex+(E—/P:)x démontre l'inclusion inverse : 
NPP.=CNPi + NP. 

5.3.32. On vérifie aisément que P1Pe=P2P1=0 implique (P1+ Pa) =P1+Pe, c'est-à- 
dire P1+/P2 est un opérateur de projection. Supposons inversement que (P1+P2}= 


= P;+P2, d'où 
P2P1+P1P2= 


En prémultipliant et en postmultipliant cette égalité par P1, on obtient 
Pi1P2P1+ P1P2=0, 
PeP1+P1P2P1=0, 
ce qui donne 
P2P1—P1P2=0 
et par conséquent 
Pi1P2=P2P:1=0. 


L'inclusion TP,+:r,CTP,+Tr, est évidente. La condition P:P:=0 entraîne que 
Tr,CNr,. Comme la somme 7r,+Np, est directe, ceci est encore vrai pour la somme 
Tr;+T?P,. SOit, maintenant, xETP,+Ths, C'est-à-dire x=x1t+xe, Où x1E TP; X2C€ The. 


Alors, 
(P1+ Pe)x =(P1+ Pe)x1 + (P1+ Poe)xe = 
=(P1+P2)Pix1+ (P1+ Ps) Pexa = Pixi+Pire=xitxe= X;, 


c'est-à-dire Tr,+ TraC TP;+P4. 

Puisque 7r,fNTr,=0, on tire de xENh;+Ps, C'est-à-dire de Pix=—Pox, que 
X ENP, NNPs . 

5.3.38. L'opérateur qui à chaque fonction fait correspondre sa primitive (unique) 
appartenant à l’espace donné. 

5.3.39. R-1=R. 

5.3.41. Dans le cas de dégénérescence des opérateurs E+ 4 et E— 4, le noyau de 
chacun d'eux doit coïncider avec l’image de l'opérateur 4. Mais pour le vecteur non 
nul x, l'observation simultanée des égalités — Ax= x et Ax=x est impossible. 

5.3.51. Oui, si dim Y=dim X#; non, si dim Y=>dim X. Le cas dim Y<dim # est 
impossible. 

8 —12 O0 
6 — 9 0 
2-3 0 


S.4.1. AB=-—1, BA= 
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4 6 O0 2 
0 0 3 2-2 2 
5.4.2. 48= | |: BA=| y _) 4 _3 
1 6 6-2 
— 52 
5.43. AB=|| 78|. 
69 


S.4.4. AB=(—15 97 78 —112). 
1 


ee 
S.4.5. AB= 3 
1 
5.4.6. AB=(-—-1 0-1 4). 
Oo 0 0 0 
0 O0 O0 0 
5.4.7. AB= 0 0 0 0 
0 O0 O0 O0 
0 0 
5.4.8. ABC= 0 0 5.4.9. ABCD=||5 —10 51. 
_1 2 _IS 8 
5.412. X=|, _;||. 5.413. x=|, ;|. 


7 _i| 


S.4.14 x=- S.4.15. X= Le 
eve e ss 3 — | ete e À= 0 | e 


1 1 

1 1 1 1 1 1 

5.416. X=|, ,_|. 5417. x=|, , 0 
1 1 


0 


5.4.19. mpn multiplications; mp(n— 1) additions. 

5.4.20. Le produit (4B)C demande mp(n+gq) multiplications; le produit 4(80C) 
demande rqg(m+p) multiplications. 

5.4.25. a) aux lignes de 4 on ajoute à partir de la (i+ 1)-ième ligne multipliéc par 
Œi+l,t, +2,64, -.., Ent respectivement; b) à toutes les lignes de 4 sauf la i-ième ligne 
on ajoute la i-ième ligne multipliée par œ1s, ..., @i-1,6, @i+1,6, ..., Œns respectivement. 

Pour postmultiplier : a) à la /-ième colonne de 4 on ajoute chacune des colonnes 
qui suivent multipliée par le nombre @xs, k=5i+1, ..., n; b) à la i-ième colonne de 4 
on ajoute chacune des colonnes qui suivent multipliée par le nombre correspondant 
an,k#i. 


5.4.29. ||1 &k 
0 1||° 


S.4.30. 


CE CE-1 


Ck-1 Ce-2 ||? 


c sont les nombres de Fibonacci; c-1=0; co=1; cz =cx1t cp2, 
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5.4.31. ri 0 
2e 

0 /n 

5.4.32. 23% 0 
22 An-1 
An-14e 
0 An À 
pour À = 2m et 
enr et 
juin 
À 0 


pour k=2m+i1. 


5.4.33. Si l’on désigne la matrice donnée par 4, on a pour B= Af, avec k<n: bi,i4x= 
=],i=1,...,n—4k; les autres éléments b;, sont nuls. Si kzn, alors B=0. 

5.4.34. Si l’on désigne la matrice donnée par 4, on a pour B= At avec k<n: bi, += 
=], i=1,...,n—k; bic4x-n=1, i=n—k+1,...,n:; les autres éléments b:; sont nuls. 
Pour k=n, on obtient A*=E. Mais si k>n, en mettant & sous la forme k=np+m, on 
obtient Ak= 4". | 


5.4.4. ||a b c 54.43. |a b c...h 
0 a b a b . . 
0 O0 a a. 
SR 
. b 
|O a 
5.4.44. n, où n est l'ordre de la cellule de Jordan. 
54.46 mn+1)(n+2) 


5.4.54. n2. I] ne faut calculer que n éléments qui déterminent totalement la matrice 
circulante. 

5.4.55. 2(m1+ me)+ 1. 

S.4.60. a=x1}1+ Xeya+ ... + Xnÿn. 

S.4.61. mn+2) si l’on part de la représentation de la matrice AB sous la forme 
AB=(Bxv, où B=yuit...+Yaün. Alors, pour calculer B, il faut n multiplications, 
pour calculer le vecteur colonne fx, n multiplications; pour calculer (Bx)v, n° multi- 
plications. 

5.4.62. Composons la matrice B à partir d’un système quelconque de colonnes 
de base de 4; composons les colonnes de B à partir des coefficients des décompositions 
des colonnes correspondantes de À suivant ce système. 


282 RÉPONSES ET SOLUTIONS 


2 2 1 1 O0 
5.4.63. Par exemple, B=|12 01, c=| 0 J. 
0 2 
1 —1 1 O 1 
5.4.64. Par exemple, B=||—1 2|, c=|S | 
O0 1 


5.4.67. Une matrice quasi diagonale arbitraire aux blocs diagonaux d'ordre k1, ke, ... 
..., Kr respectivement. 


mn n 
5.4.75. Soit © © &isfXe:=0. D'où 
€ 1 


=1 uen . 
2 (£ af] xer=0. 
€=1 (1 
En vertu de l'indépendance linéaire du système e1, ..., em, On obtient 
# 
> œuyfs=0, i=1,...,m, 
3-1 


d’où æ15=0 quels que soient é, j. 


1116 i 
ssa. -2|° ‘| Se À "À 
2118 S —sinæœ Cosœ 
1 a b | d —b 
553 —— , 5.5.4. ; 
æœ+b | —b a ad—-bc||—-c a 
I 2 —1 (4) l 2 2-1] 
5.5.5. > —]1 —3 7 ||. 5.5.6. — 2 —1 2 
0 7 —21 9-1 2 2 
32 14 —1 1 1 —1 —1 
5.5.7. 2 1 0 5.5.8 ——|1[—5 3 1 
25 11 —1 21 1 —1 
O —1 1-1 —2 3-1 0 
1 0-1 1 1 2 0-2 0 
5.5.9. en 1 1 0 = 1 e S.5.10. ra 6 … 6 _ 3 3 O0 
1 —1 1 0 0 0 0-2 
5 —2 —5 4 
—7 3 16 —-13 
O0 0-11 9 
a —b —c —-d 
5512 1 b a d-c 
7" at+b+e+d2|le —d a b 
d c—-b a 


5.5.16. a) Oui. Un exemple : l’ensemble des matrices de la forme 

a O0 | 

0 O0|’ 

où a%0; b) non; l'équation 4Ax=B, où 4 est une matrice dégénérée et B une matrice 
non dégénérée, est irrésoluble. 
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5.5.2. || 1 0 55.233. | ( 1 
A1 Àn 
1 | 
2 _An-1 
te 7. 
0 Àn À 0 | 
55.24. |[1 1 1...1 5.5.25. |[1 2 4 8... 2n-1 
0 1 1...1 0 1 2 4...2n-2 
0 O 1 0 0 1 2...2n-3 
0 0 0 1 0 O0 O0 0...1 
5.5.26. 1 0 0 0 0 O0 
— a I 0 0 0 O0 
a° — a 1 0 0 oO 
— a° — a | 0 oO 
(—a)r-1 (—a)r-® (—a)s-3 (—-a)3-4... —a 1 
5.527. || 1 | | 1 1 
__— — ——...(—1)s-1 — 
a a” a a an 
1 1 1 1 
(4) _ —— —...(-1)8-2 — 
a & Fe an-1 
1 1 1 
0 (4) _ ——...(—1)" 
a ai D an? 
] 
0 0 0 0 — 
a 
5.5.28. | 1 —2 1 O0...0 
O0 1-2 1...0 
0 0 1—2...0 
0 O0 O0 0 1 
1 NT 
S.S.29. Pis = Pis = Pis; 
d | 
I I ‘1. nd  : 
Di = = : 47e NE e- 
œ 
1 
1 
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5.5.30. Dans la matrice inverse a) les i-ième et j-ième colonnes changent de place: 
b) la i-ième colonne est multipliée par le nombre 1/«; c) de la j-ième colonne on retranche 
la i-ième colonne multipliée par le nombre «. 
] — 4 


1—@c-1,1 


Nit= .… fe 1 
Tauss | — AH, ] 
no Sa 1 
S.5.33. n! 
5.5.35. 1 —-2 1 0 S.5.36. 15 10 —6 —-4 
O 1—2 1 10 5 —4 —2 
1 —1 1 —2||° —9 —6 3 2 
nt | 1 O 1! —6—3 2 1 


S.5.37. Dans l'énoncé du problème, la matrice À ne peut être réduite àfla forme 
triangulaire que par des transformations élémentaires de la forme c). Alors, chaque 
pas de la méthode de Gauss peut être interprété comme une prémultiplication de la 
matrice courante par la suite des matrices Lx:, ou, ce qui revient au même, par la matrice 
correspondante MN. On obtient finalement 


Na-1 ... M ... N\A=R, 
où R est une matrice triangulaire supérieure. D'où 
A=(NT* ... Ni... Na. 


Toutes les matrices M7 sont des matrices triangulaires inférieures dont les éléments 
de la diagonale principale sont des unités; ceci est encore vrai pour leur produit. 

S.5.40. Appliquons la méthode de Gauss pour réduire À à une matrice triangulaire 
supérieure dont les éléments de la diagonalc principale sont des unités. Ensuite retranchons 
des lignes précédentes les multiples convenables de la dernière ligne, de façon à annuler 
tous les éléments non diagonaux de la dernière colonne. Procédons de même avec l’avant- 
dernière ligne, ctc. 


5.5.43. Si M4 sont des matrices des transformations élémentaires qui participent 
à la réduction de À à la matrice unité, on a 


Mr... M1A=E, 


c'est-à-dire 
A°l1=Mz...Mi. 
S.5.44. | —1 —1 —1 0 S.5.45. || —1 | 0 O 
O —1 —1 —1 1 —2 1 oO 
1 3 ]! 1 0 1 —2 1 
5 7 7 4 
RE: 0 O0 1—— 
1 1 2 1 5 


5.5.50. Effectuons les calculs dans l'ordre suivant : 1. A71x. 2. J' 471, 3. «=» (A"1x). 


1 
4. pe 5. B(A"1x). 6. BA71BA"1=(BA"1x)(yA"1). 7. (A+ B)°1. Alors, on aura 
besoin de 37° +2n+ 1 multiplications ct divisions. 
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S.5.51. 
AÀAri=ATI— 


riss. 
1+%cs | 


Ici cs est l'élément (j, i) de la matrice C= 471; r; la i-ième colonne, et s; la j-ième ligne 
de A”1. 


S.5.52. Notons t=(31, ..., %n), s=tA"1, r, la dernière colonne de 471. Alors 


4-1= 471 © 


las. 
1+t7rs : 


S.5.53. Soit e le vecteur colonne (de même ordre que 4) dont tous les éléments sont 
des unités. Posons 1 = 4”1le; u=eTA"1. Alors, on a : 


À-1= 471 © tu, 
1+4aS 
où S est la somme des éléments de 471. 
@æ —b —b... —b 
j —b aœ—b... —-b 
SSSE. ——— | —h —b x... —-b 


(a—b)(a+b(n—1)) 


a=a+b(n—2). 


2—-n I 1 ] 
l ] 2—n 1 1 
S.5.55. RS 1 1 2—n 1 


0 0. ee ee € 


S.5.56. | 2-7 1 1... 1! 


| 0 —1 (1) 
# nat he 
1— ait 1 1 1 
a1 dai@2 aies GiAn 
1 | — at 1 1 
1 aia2 ai as G2An 
S.5.57. D” 1  h. 1— ast 1 . 
a1a3 a2a3 a3 asAn 
Le units ne rose 
G\An Gün GS n as 
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5.5.60. || E: —-B | | 
0 ÆE|l’ 
5.5.62. Calculons 43° d'après la division en blocs 
1 [Pari Fna-1 
An = Qn-1 b » 
où Pn-1 est une matrice carrée d'ordre n—1. De la condition 4,43 —E, on tire : 
An-1Pn-1+Un-19n-1=En1, (œ) 
An-17n-1+ bun-1=0, (2) 
Un-1Pn-1+ 4n-1=0, (y) 
a-1/n-1+40b=]. (ô) 
Il s'ensuit de (8) que 
Fn-1= — DAS un 1 | (€) 
En portant ceci dans (Ô), on trouve 
b= 


1 ” 
A—Dn-14n-1Un-1 


Maintenant (e) permet de calculer r:-1. 
Portons l'expression de P,-1 obtenue de (x) 


Pa-1 = Ar = An 1un-1Qn-1 , 
dans (;) 


©n-14 … a Da-14n-1Un-1qn-1 + aqn-1=0. 
D'où 


Enfin, calculons Pa-1: 
Pa-1= 4 Fa + bAn=1un-10n-14n 1 . 


5.5.63. Réalisons les calculs dans l'ordre suivant : 1. Ax=iln-1. 2: Ca-14321 : 


3. Cn-1 (As iun-1). 4. bS. rn-1. 6. Qn-1. 7. Fn-1(vn-14n21). 8. Pn-1. Alors on aura 
besoin de 3#°—37+1 multiplications et divisions. 


5.5.66. 1 0 O0 O0 0 5.5.67. 1 4-2 2-1 
0 1 0 O0 0 2 8-3 2-2 
—83 47 1 O0 O0 2 9-4 2 —2 
55 —94 O0 1 0 0 —-4 2-1 1 
62 71 0 O 1 —] —=4 2-1 1 
5-5.68. 1 O —3 —9 S.5.69. 14 —8 —21 12 
O 1 —7 —21 —10 6 15 -9 
3 12 —92 —279 ||" —35 20 56—-32||" 
—] —4 31 94 25 —15 —40 24 
5.5.80. Examinons l'égalité 
ApBp=(Er)r (a) 


comme un système d'équations par rapport aux éléments de la matrice B,. Ce système 
est un système défini. 
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Appliquons au déterminant de la matrice À le théorème de Laplace : 


(—1)—" F 


? 
jh je... Z Getkd [ki ke... kn- 
4 f, ds #] A 1 n 
1sti<iax...<ip<A 11 12...19? 


.? 54 
12... In-p 


? 
1A{, si > Us—Ks 2=0, 
s=1 


0, si Gi-k)#0. 
s—1 


En comparant les décompositions indiquées de toutes les collections j1, fe, ..., Jp et 
ki, ko, ..., kp, telles que 1=<j1<jo<...<j,)=zn, 1<ki<k2<...<k,=<n, on voit que 
les nombres 


P 
é. à Fee F ke. éd 


in 62 ... imp 
| PT 
donnent la solution du système (x). 
5.6.1. cosæ —sinœ 5.6.2. | 0 > —B 
sinæ cosa || y O0 «|. 
B -« O0 
ess b) |0O 1 1 1...1 
0 0 2 0...0 0 0 2 3...n 
0 0 0 3...0| 0 0 0 3...Ca 
0 O0 O0 O...n 0 O0 0 O...n 
0 0 0 0...0 0 O0 0 0...0 
5.6.4. a) 10 1 O0 0...0 
0 0 2 0...0 
0 0 0 3...0 
0 0 O0 O0...n 
La matrice est du type nX(n+ 1). 
b) 10 O0 0...0 
1 0 0...0 
1 
0 — 0...0 
2 
1 
0 0 —...0 
3 
1 
0 0 0...— 
n 
La matrice est du type (7+1)Xn. 
5.6.5. a) 0 1} b) a b 
—! O0 —b a 
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5.6.6. a) Les premiers r éléments de la diagonale principale valent un; tous les autres 
éléments sont nuls: b) les derniers 7—r éléments de la diagonale principale valent un; 
tous les autres éléments sont nuls; c) la matrice est diagonale, les premiers r éléments 
de la diagonale principale valent 1, les autres (— 1). 


5.6.8. a) || —5 —-10 —7 b) 115 —20 33 
6 13 —-10||; 7 —24 38. 
17 36 —27 0 O0 oO 
5.6.9. a) [[1 O O0 O b) AXBT:; c) AXE+EXBT. 
0 O 1 O0 
0 1 o ol 
0 O0 O 1 


La permutation des matrices de base ne change pas la matrice a); fait remplacer 
la matrice b) par BTX A; fait remplacer la matrice c) par EXA+BTXE. 

S.6.10. a) BTX A4; b) EX A+ BTXEm. 5.6.12. 2. 5.6.13. 3. 

S.6.14. Les dernières n7—r colonnes de la matrice d'opérateur sont nulles, alors 
que les premières r colonnes sont linéairement indépendantes. 


à el a) La i-ième et la j-ième lignes; b) la k-ième et la /-ième colonnes changent 
e place. 


* 5.6.19. ] 0 oo! 


15 
4 25 


h|o+h 
LES 
à 


0 


0 
0 
5.6.20. AB=||1 
2 
0 


5.6.21. a) PXQT; b) Pr1x(Q71)7. 
5.6.22. Dans la base Fi, ..., Finn la matrice de l'opérateur G48 est 
(P-1A4P)X(QBQ-1)T, 
et la matrice de l'opérateur F4s est 
(P-14P)X En + Em X(QOBO-NT. 


6.31. Non; si B=P-1A4P, on a («P-1) A(«P) pour tout nombre non nul «. 
.6.38. Par exemple, pour les matrices 


_[o 1 2-0 © 
A=llo ol =|lo 1lr 


_{o 1 pa_l° © 
AB=|| 6 ol 24=|0 ol 


5.6.40. Non. Par exemple, pour les matrices À et B données dans la solution du 
problème 5.6.38, 4°=0, B°=B, bien que À et B soient équivalentes. 
Si A1, ..., À. sont des valeurs propres de l'opérateur 4, alors : 


S 
s 


on a 
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6.1.3. Les valeurs propres de l'opérateur 471 sont 1/41, ..., 1/Âs. 

6.1.5. Les valeurs propres de l'opérateur 4 — 2E sont À1— 20, ..., Ân— 40. 

En général : 

6.1.6. c) les valeurs propres de l'opérateur / (4) sont / (41), ..., f (An). 

6.1.7. Non. 

6.1.10. Les vecteurs propres sont les vecteurs colinéaires à a. La valeur propre 
correspondante est zéro. 

6.1.11. Les vecteurs propres sont les polynômes de degré zéro; la valeur propre 
correspondante est zéro. 

6.1.12. Ne possède pas de vecteurs propres. 

6.1.14. (1 1...1)7. 

6.1.15. La matrice A=xy possède toujours la valeur propre A=xiyi+...+Xn)n. 
Si l’ordre de la matrice est supérieur à un, il existe encore la valeur propre nulle. 

6.1.16. La valeur propre non nulle est n, le vecteur propre correspondant est 
(1 1...1)7. Pour les composantes des vecteurs propres associées à la valeur propre 
aulle, on obtient l'équation 

Gi+as+ ...+an=0. 


6.1.17. Les vecteurs propres sont les mêmes que ceux de la matrice J, du problème 
6.1.16. Les valeurs propres sont : a+b(n—1), a—b. 

6.1.18. Si B=T-1 AT et x est le vecteur propre de la matrice 4 associé à la valeur 
propre /, alors T-1x est le vecteur propre de la matrice B associé à la même valeur propre. 

6.1.22. a) Les valeurs propres de l'opérateur de projection sont 1 et 0; de plus, Li est 
un sous-espace propre de À=]1; L2 le sous-espacc propre de Â=0; b) les valeurs propres 
de l'opérateur de réflexion sont 1 et — 1; de plus, L1 est le sous-espace propre de À=1: 
La le sous-espace propre de À= —1. 

6.1.27. Un opérateur de structure simple « étend » l’espace dans # directions linéaire- 
ment indépendantes (n est la dimension de l'espace). Dans la base composée de vecteurs 
propres, la matrice de cet opérateur est une matrice diagonale. 

6.2.1. a) ÀA—-au; b) ee MA nt ME Te C) 23—(a11+ as2+ ass) + 
+ (aua2s + a1G33+ as20ss — a19G21 — G15031 — assas2)À —| À |. 

6.2.3. À—(x11+ xaÿat ... + Xn Yn)AL. 

6.2.4. 48 — aÂ%-1— (bic + becs + + bn-10n-1) A3. 

6.2.9. La somme des mineurs principaux d'ordre £ de la matrice 4-1 est égale à la 
somme des mineurs principaux d'ordre n—k de la matrice 4, divisée par le déterminant 
[AI (&=1,...,n—1). Le déterminant | 4-!| est un nombre inverse du déterminant | 4|. 

6.2.10. ‘Par exemple, les matrices 


0 0 0 1 
4 ol 5-0 ol 
ne sont pas semblables. 


La a 
6.2.12. mA)= > li; À, ..., Àn : valeurs propres de la matrice 4. 
{1 


6.2.15. Les valeurs propres sont les éléments diagonaux au, ..., Gun. 

6.2.18. À2— (2 cos &)A+1=0. 

6.2.19. A5+]|a|°1=0. 

6.2.20. Àr+1, 

6.2.21. }*. 

6.2.24. À1= A2=2. Les vecteurs propres sont tous les vecteurs colonnes bidimension- 
nels non nuls. 

6.2.25. A1=/2=2. Les vecteurs propres sont de la forme «(1 1+5)7T, «x0. 

6.2.26. À1=1; ÀA3=2; Às=3. Les vecteurs propres pour À=1 sont de la forme 
æ(1 1 1)7, pour 1= =), de la forme æ(1 O 1)7, pour À=3, de la forme «(1 1 OT: «x0. 

6.2.27. À1=/2:= 3: Â3=6. Les vecteurs propres pour À=3 sont de la forme 
«(0 1 —1)T; pour 1=6, de la forme «(3 4 —2)T; a x0. 

6.2.28. 1=/Â2=3; Às—6. Les valeurs propres pour À=3 sont de la forme 
œ—7 5 —6)7+B(6 —3 3)7 (x et B sont non simultanément nuls); pour Â=6, de la 
forme «(1 1 —3)7, où «x 0. 
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6.2.29. À1=/À2= /Âs=0. Les vecteurs propres sont de la forme «(1 1 0)7+B(0 1 277, 
où & et B sont non simultanément nuls. 

6.2.30. A1=—3; À=—1; À3=1; ÀA4=3. Les vecteurs propres pour À=—3 sont 
de la forme «(1 —3 3 —1)T; pour À=—1, de la forme æ(1 —1 —11)7; pour À=1i, 
de la forme «(1 1 —1 —1)7;: pour À=3, de la forme «(1 —3 3 —1)T; a x0. 

6.2.31. À1=—/Âa=0; Às—/4=2. Les vecteurs propres pour À=0 sont de la forme 
æ(0 1 0 —1)T; pour À=2, de la forme «(0 1 0 1)T; «#0. 

6.2.32. }1=/2=0; /3=— 14—2. Les vecteurs propres pour À=0 sont : «(2 —1 0 0)T+ 
+B(3 00 —1)7T; pour À=2 : «(1 —1 0 1)7+8(0 0 1 0)7; œet B sont non simultanément 
n 


6.2.33. À1=/Âe= /3—=1À4=3. Les vecteurs propres sont de la forme «(1 00 —1)T+ 
+ B(0 0 1 0)T; « et B sont non simultanément nuls. 

6.2.35. a) Ne possède pas de valeurs propres; b) A1=1+2i; 42=1—21. 

1 3 | 3 

6.2.36. a) A=2; b) A1=2; PE ES UN LS 

6.2.37. a) A1=—1, 22=5; b) À1= —1, A2=5, A3=2+i, A4=2—i. 

6.2.38. a) Ne possède pas de valeurs propres; b) A1=i; Ae= —i; Â3=1+i; la=1-—i. 

6.4.42. Dans le cas complexe, la somme des multiplicités algébriques des valeurs 
propres de l'opérateur est égale à la dimension de l'espace. Dans le cas réel, ceci peut 
ne pas être vrai. 


6.2.43. 1 1 O0 oO 2 0 0 0 

0 O 1 1 0-2 0 0 

0 0 Y6 —Y6||’ 0 O0 ÿ6  o 

2-2 O0 0 0 0 o—-6 
6.2.44. La matrice n'est pas de structure simple. ù 
6.2.45. | 1 O0 1 1 1 0 0 0 

0 2 1 O0 0 1 O0 0 

0-1 0 2° 0 0 2 0 

0 O0 O-I1 0 0 0 2 
6.2.46. La matrice n'est pas de structure simple. 
6.2.47. ||[1 1 1 1 1 0 O0 0 

1 —1 2 —3 0 —-1 O0 O0 

1 1 4 9||? 0 0 2 0 

1 —1 8 —-27 0 0 0-3 


6.2.48. La matrice n'est pas de structure simple. 

6.2.52. À —1. 

6.2.53. Soit e une valeur propre arbitraire de P, c'est-à-dire une racine n-ième arbi- 
traire de l'unité. Le vecteur propre associé à e à colinéarité près est de la forme 
(ee ... en-1)T, 

6.2.54. D'après 5.4.52, toute matrice circulante est un polynôme de la matrice P 
du problème 6.2.52. La matrice circulante d'ordre 7 est caractérisée par n nombres : 
do, 1, ..., An-1. Si l’on compose le polynôme f(f)=a+at+au®+...+an-1t"-1, alors 
les valeurs propres de la matrice circulante sont les nombres f(e1), ..., f(e:), où €, 
sont toutes les racines n-ièmes de l'unité. 


6.2.55. Les vecteurs propres de À (i=1,...,m) sont de la forme «(25745 
ée AA 1)”, ax. 

6.2.57. Le seul cas qui a besoin d'être démontré est celui où 4 est la valeur propre 
de À. Supposons que sa multiplicité soit k. Alors, le rang de A— 6E est n—k (la matrice 
est de structure simple!); le polynôme caractéristique de la matrice 4— LE possédant 
une racine k-tuple nulle, le coefficient de Àf de ce polynôme est différent de zéro; par 


...s En 
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conséquent, parmi les mineurs principaux d’ordre n—k il existe un mineur principal 
non nul. 

6.2.59. (À— À1)...(À— As). 

6.3.5. A est un opérateur scalaire. 

6.3.11. La réciproque n'est pas vraie. 

6.3.16. Les sous-espaces invariants non triviaux sont : la droite à vecteur directeur a 
(sur laquelle est induit l’opérateur nul) et le plan orthogonal à a. L'opérateur induit 
sur ce plan est un opérateur de rotation de 90°. 

6.3.17. Les espaces Mx, 0<k=n, et le sous-espace nul. 

6.3.19. En remettant la condition B=P-14P sous la forme PB= AP et en égalant 
dans la relation matricielle obtenue les premières colonnes, on voit que bu est la valeur 
propre de 4, alors que la première colonne de P est le vecteur propre qui lui correspond. 
On en tire le procédé de construction de la matrice de transformation P : trouver un 
vecteur propre quelconque de À, puis le compléter d’une façon arbitraire jusqu'à une 
matrice non dégénérée. 

6.3.24. Choisissons la base de l'espace e1, ..., en de façon que les premiers vecteurs 
de cette base e1, ..., ex constituent la base L. Alors, la matrice de l'opérateur 4 est de 
la forme 
Au A1 


O A>|l’ 


e—= 


de plus, A11 est la matrice de l'opérateur induit 4/L dans la base e1, ..., er. Supposons 
que Au n'est pas non plus de structure simple et pour une certaine valeur propre À, 
de multiplicité algébrique p, de cette matrice, r1=r4u-28 > k—p. Soit g la multiplicité 
algébrique de À en tant que valeur propre de A2s; alors, ra=ras-28.-=(1—k)—q. 
Aïnsi, À est la valeur propre de 4. de multiplicité p+q, mais 


rAe-iEn=nitre>k-p+(n-k)-q=n-(p+q), 


malgré que 4. est une matrice de structure simple. 


6.3.33. Le sous-espace invariant bidimensionnel est tendu sur les vecteurs x= 
=(011)T et y=6(2 1 0)7. 
6.3.36. La diagonale de la matrice est composée de valeurs propres de l’opérateur. 


6.3.40. ||0O —1 1 1 0 0 
0 0-1 0 1 0 
0 O0 0 1 —1 1 
6.3.41. | 2 O 1 1 0 0 
0 1 0 —2 1 0 
0 0 2 1 —2 ! 


6.3.44. Conformément aux problèmes 6.3.19 et 6.3.38, construisons la matrice P 
qui réduit À à la forme triangulaire, en #7— 1 étapes. De plus, à la première étape, prenons 
comme première colonne de la matrice de transformation PQ) le vecteur propre commun 
des matrices 4 et B. Alors, AM =(P)-DA4P() et B)=(PU)-1BPA) sont de la forme 


&œ a B b 
AR = 0 4,” go | 0 Bu 
An-1 Ct Ba-1 Sont des sous-matrices carrées d'ordre n—1. La matrice 
PO= | 0 
L} 0 P n—]1 


se construit de façon que la première colonne P-1 soit vecteur propre commun des 
matrices (commutables) 4:-1 et B:-1. En poursuivant de cette façon, calculons P comme 
produit de P@P®.,..P(#-1): de plus, P-14P et P-1BP sont toutes les deux matrices 
triangulaires supérieures. 
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6.3.45. Pour les opérateurs commutables À et B il existe une base de l'espace dans 
laquelle les matrices des deux opérateurs sont triangulaires de même forme. 

6.3.48. Soient la matrice 4, semblable à la matrice triangulaire R, et la matrice B à 
la matrice triangulaire supérieure 7. Alors, AXB est semblable à RXT; cette dernière 
est également une matrice triangulaire supérieure; de plus, sa diagonale principale 
est composée de toutes sortes de produits /:4. D'une façon analogue, AXE»: + En X B 
est une matrice semblable à la matrice triangulaire supérieure RXE, +£En XT dont la 
diagonale principale est composée de toutes sortes de sommes +1. 

6 . Choisissons la base de l'espace e1, ...,en telle que les vecteurs e1, ..., ex 
forment la base L1, et les vecteurs ez:1, ..., en la base Le. Alors, la matrice de l'opérateur 
A est quasi diagonale 


Au O0 
425 4 | 
Partitionnons d’une façon correspondante la matrice B. de l'opérateur B : 
_|| Bu Bis 
© || Bei Be 


La condition 4:B:— B.A4=0 entraîne 
AuBis— BisAg2=0, As2Bn — Br1A4n=0. 

Maintenant, 6.3.49 implique Bis=0, Bn =0. 

6.3.51. Si À est semblable à la matrice triangulaire R, 4, est semblable à la matrice 
triangulaire R;. 

6.4.12. Pour 1=0, la base de l'espace principal est le vecteur (0 1 —1)7. Pour 
À=1, la base du sous-espace principal est formée de vecteurs (1 O 1)7 et (0 1 O)T. 

6 4.13. La seule valeur propre est À=1. Le sous-espace principal coïncide avec 
l’espace arithmétique tridimensionnel. 

6.4.14. Pour À=2, la base du sous-espace principal est composée de vecteurs 
(2 —1 0 077, (1 0 1 0)7, (2 0 O0 1)T. Pour À=—2, la base du sous-espace principal 
est le vecteur (0 1 O —1)T. 

6.4.15. Pour Â=—1 la base du sous-espace principal est composée de vecteurs 
(1 1 0 077, (0 0 1 1)7. Pour À=1, la base du sous-espace principal est composée 
de vecteurs (3 1 O 0)7, (0 —2 3 1)7. 

6.4.17. b) Supposons que l'indice du vecteur (4— À,E)x soit k, k<h. I] vient 


(A— AE }(A-— E)x=0=(A-/EXA- ME} x. 


Par là même le vecteur non nul (4—/.Et}#x est un vecteur propre associé à la valeur 
propre Às, A3 À, ce qui est impossible du fait que les sous-espaces principaux se coupent 
seulement suivant le vecteur nul: 

c) d'une façon analogue à b), montrons que pour tout nombre «x différent de :, 
l'indice du vecteur (4—@£)x est le même que celui du vecteur x. 

6.4.22. La cellule de Jordan transposée d'ordre n pour le nombre 2. 

6.4.23. La base canonique est composée, par exemple, de vecteurs e1=(4 3)T, 
€ea=(0 1)7. La forme de Jordan 


_N7 1 
J= 0 7 e 
6424. a=( 1 1-17, j0 1 0 
ex=(—4 -5 67, J=|0 0 1 
es=( 0 O0 1); 0 0 0 
6.425. ex=(1 —1 O0 O7, 2 1 0 0 
ex=(0 1-1 Op, 7° 210 
=(0 O0 1—1Y, “lo o 2 1|- 
e=(0 0 O0 1); 0 0 0 2 
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6.4.26. e=(1 1 1 1 1)}7, 1 10 0 0 
e=(3 2 1 0-1}, 0 1 1 0 0 
es=(3 1 0 0 1», J=10 0 1 1 0 
e=(1 0 0 0-1}, 0 O0 O 1 1 
es=(0 0 O0 O0 1)7; 0 0 0 O0 1 
6.427. | —1 1 0 0 0 oO 6.4.28. | 1 1 0 0...0 0 
0 —1 1 0 0 oO 0 1 1 0...0 O0 
0 O—1 1 0 oO 0 O0 1 1...0 0 
0 0 O0 O0...—-1 1 0 O0 0 0...1 1 
0 0 O0 oo. 0 —1 0 O0 0 0... 1 
6.4.29. | 9 1 0 0...0 0 6.4.30. | 1 1 0 0...0 0 
0 9 1 0...0 0 0 1 1 0...0 0 
0 0 9 1...0 0 0 0 1 1...0 0 
0 O0 0 0...9 1 0 O0 O0 O0...1 1 
0 0 0 0...0 9 0 O0 O0 0...0 !I 
6.4.31. 2 1 0 0...0 0 6.4.32. |&œ 1 0 0...0 0O 
0 2 1 0...0 O0 0 &« 1 0...0 0 
0 0 2 1...0 0 0 O « 1...0 0 
0 0 0 0...2 1 0 O0 O0 0... 1 
0 0 0 0...0 2 0 0 0 0...0 « 
6.4.33. La forme de Jordan est une cellule de Jordan de type n+ 1 associée au nom- 
bre 0. La base canonique est 1, r, ALES en. 
n! 
2. ri deux sont égaux à (4— 4)°, où n est la dimension de l'espace. 
@1(4—/E}x1+ ... +an(A—/0E)xp=0, 
on a 
(A— LE} (œx1+ ...+apxp)=0, 
d'où (puisque k<r) 
œiX1+ ... +pXp=0, 
c'est-à-dire «1=...=«p=0. 


Supposons maintenant que y=æ1(4 — AE) x1+ ... +ap(4—/0E)xp € Hi-2-1; alors 


0=(4—/E)-+-1y=(4— /0E)Y-Uaxi+ ... +apxXp); 
par conséquent 


GX1+ ... +apXp=0 
ctai—...=ap=0. 


6.4.42. En appliquant aux deux membres de l'égalité 
Mxi+...+apxp + B(A— ÀE)x1+ ...+B»(A— 0E)xp+ 
+ /E) lxi+ ...+Vyp(A—/0E)Y 1x, =0  (@) 
l'opérateur (4— LE}-!, on obtient 
(4A— E)-Moixi+ ...+apxp)=0, 


d'où «1=...—«=0. D'une façon sale en appliquant à (x) l'opérateur (4— EY-®, 
montrons que f1=...=fp=0, etc. 
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6.4.44. La base canonique, par exemple : forme de Jordan : 


a=(-2 2 1 2%, 1 1 0 0 
es=( 0 O0 1 1Yÿ, 0 1 0 0 
es=( 1 2 1-1), —|[0o Oo 1 1° 
e«=( 1 1 O oÿ: 0 001 
64.45. e=( O 0101 OY, 9 1 O 0 
e=( 0 1 O oy, 0 9 © o 
es=(101 0 O0 o7, =] o o 9 1|r 
e«=( 0 O0 O 1): 0 O0 Oo 99 
6.4.46. e:=( 1 2 1 O0 O oO, _] 1 0 0 O0 0 
e=(—-2 -3 -1 0 O0 OY, 0-1 1 0 O0 0 
es=( 1 0 O0 O0 O oy, 0 0-1 0 0 o 
e=( 0 O0 O0 1 2 17, Ÿ—| o o o-1 1 ol: 
es=( 0 O0 O0 1 1 Oo, 0 0 O0 0-1 1 
es=( 0 O0 O0 1 O0 Oo, 0 0 0 0 0-1 
6.4.47. 
=(0 O0 O O1 op, 2 1 0 0 0 0 
eæ=(i 0 O0 O0 © op, 0 20 0 0 0 
es=(0 0 0-3 O oO, 0 0 2100 
e«=(0 1 O0 0 0 o7, *=|0o 0 0 20 0 
es=(0 0 O0 O0 0-5}, 0 00021 
es=(0 0 1 O0 © o7: 0 0 0 0 0 2 


6.4.48. La forme de Jordan se compose de deux cellules de Jordan d’ordre K, as- 
sociées au nombre 0. La base canonique est, par exemple, 


1 1 1 
1, — 1", — 14, 2k-2, 1, — 1, 


side ss — 15, ..., L°k-1, 
2! 4! (24—2)! 3! S! (24—1)! 


6.4.50. n=(m— m1)+ {m1 -me—me-2Xt—1)=pit+(ps-piXt-— 1). 
La forme de Jordan se compose de p1 cellules d'ordre # et p2—p1 cellules d'ordre :—1. 


6.4.51. e=(1 -2 1ÿ, 3 1 0 
e=(1 O0 Oÿ, J=|l0o 3 0 
e=@ 1-1); 0 0 3 

64.52. e=(1 1 1 1, 4100 
e=(1 O0 O OY, 0 4 0 0 
es=(0 1 1 O7, J=|0 040 
ea=(0 O0 1 —1)7: 0 0 0 4 

6.4.53. e1=(24 0 O O ON, _2 1 0 © 0 
ee=(5 7 8 O0 OY, 0-2 1 O0 0 
es=(0 0 0 O 177, J=| 0 0-2 0 o 
e«=(4 6 O O0 O7, 0 0 0-2 1! 
es=(0 0 O 1 O7: 0 O0 0 0-2 
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6.4.54. e3=(1 1 1 1 1}7, —1 1 0 0 0 
ez2=(0 —1 0 O0 07, 0 —-1 0 0 0 
es=(1 1 O0 1 1}7, J=|| 0 0-1 1 oO. 
es«=(0 O0 O—1 0), 0 0 0-1 0 
es=(0 0 O0 O 1)7; 0 0 0 0-1 


6.4.55. La forme de Jordan se compose de deux cellules de Jordan associées au 
nombre 0; l’une d'elles est d’ordre £+ 1, l’autre, d'ordre k. La base canonique est 


1 1 1 1 | | 
21 4! 2k! 3! S! (2k-—1)! 


6.4.56. La forme de Jordan se compose de p1 cellules d'ordre t; p2—p1 cellules 
d'ordre r—1; en général, de Pr-x+1—pe-x cellules d'ordre k, 0O<k=<t. 


6.4.58. Non, autrement on aurait 


2-1. 


ma—ms=2>ms-—me=1. 


6.4.59. e=(2 2 -2 —27, 1 1 0 0 
ee=(0 1 1 oO, 0 1 1 0 
e3=(0 O0 O 17, J=|0 0 1 0 
e«=(l O0 O 1): 0 0 01 
6.4.60. e1=(—-3 1 1 1 1Y, _] 1 0 O0 0 
e=(-2 0 1 1 1Y, 0-1 1 O0 0 
es=( 1 0 O0 O0 0, J=| 0 0-1 0 ol. 
e4=( 1 O0 O1 OY, 0 O0 0-1 0 
es=( 1 0 O O—-1)7; 0 0 O0 0-1 
6.4.61. e1=(24 -12 O O O oO, 0 10000 
e=(6 0-2 8-4 O, 0 0 1 000 
es=(1 O0 O0 3 O—1y, 0 0 0100 
e4=(0 0 O0 1 O oO, 10 o o o o ol: 
es=(3 O0—-1-8 4 O, 0 00001 
es=(2 O0 0-3 O 1): 0 0 0 0 0 0 
6.4.62. e1=(-2 O0 2 O 2  Oy, 2 1 0 0 0 0 
es=( 0 O0 O0 O0 2 op, 0 21 000 
es=( 1 O0 O0 O0 O0 oO, 0 0 20 0 0 
e«=( 0 0 0 3 O 1y, =|o o o 2 1 ol 
es=( 0 O0 O0 1 O oy, 0 0 0 0 2 0 
es=( O0 1 O0 O0 © oo); 0 0 0 0 0 2 
64.63. ex=(-2 2 2), 1-2 1 0 
e=( 1 1-1}, ” 0-2 0 
es=( O0 1 1): 0 O0 3 
6.4.64. e=( 1 1 Op, 2 0 0 
e=( 0 1 17,  J=|0o 2 0 
es=(-1 2 2): 0 0 3 
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64.65. e1=(—4 —3 —4Y7, 1 1 0 
ee=( 2 2-19, J=0o 1 0 
es=( 1 O0 17: 0 0-2 

64.66. e1=(1 -1 2ÿ, 1 1 0 
e=(0 0 —1)7, J=ll0o 1 11. 
es=(0 1 O7; 0 01! 

64.67. e1=( 3 3 —3 —37, 2 1 0 0 
e=( 1 0-1 OYÿ, 0 2 O0 0 
e=(—3 —3 —3 —3}, J=|0 0-2 : 
e«=( 1 O0 1 07: 0 O0 0-2 

6.4.68. e=( 2 1 O Op, -1 1 0 0 
es=(—21 —10 O0 Oÿ, 0-1 1 0 
es=( 0 O0 3 —2)7, =| o o-1 ol 
e=( 8 3-1 1)7:; 0 O0 O0 0 

64.69. e1=(—-2 —-1 O0 OY, 0 1 O o 
e=( 1 0-2 3, 0 0 O0 o 
es=( O0 O 1 oO, J=|0 0-1 o 
e=( O0 O0 O 1); 0 O0 0-1 

64.70. e1=(2 -2 2 —2)7, 3 1 O0 0 
e=(1 O0 1 O0, 0 3 O0 0 
es=(0 —1 O 1Y, J=|0 0 3 o 
e=(0 O0 1—1)7; 0 0 0-2 


6.4.71. Chaque cellule est remplacée par une cellule transposée; les cellules elles- 
mêmes se disposent sur la diagonale principale dans l'ordre inverse. 

6.4.72. Dans la forme de Jordan de l'opérateur À les éléments diagonaux /1, ..., /m 
sont remplacés par a) À1— 0, ..., 2m— 0; b) 1/41, ..., 1/Âm. 

6.4.75. La forme de Jordan de l'opérateur 4° peut s’obtenir à partir de la forme 
de Jordan de l'opérateur 4 de la façon suivante : dans chaque cellule associée à #0 
remplacer À par 47; chaque cellule d'ordre £ associée à 0 remplacer par deux cellules 
d'ordre /, si k= 21 et par deux cellules d'ordre /+ 1 et / respectivement, si k=2/+1. 

6.4.77. La condition 4?=E£ entraîne que les valeurs propres de l'opérateur À ne 
peuvent être que les nombres 1 et — 1. En vérifiant l'égalité J°= E pour la forme de Jordan 
J de l'opérateur 4, nous trouvons que J est une matrice diagonale, c'est-à-dire que 4 
est un opérateur de structure simple. De plus, les deux nombres 1 et —1 doivent être 
des valeurs propres de 4, autrement, 4= —E ou A=E. En désignant par Li et Le les 
sous-espaces propres de l'opérateur À associés à 1 et à —1 respectivement, on obtient 
que À est un opérateur de réflexion dans L1 parallèlement à Le. 

6.4.79. Le défaut de l'opérateur 4 — ÀE peut être défini à l’aide de la matrice J— LE, 
où J est la forme de Jordan de l'opérateur 4. Par ailleurs, chaque cellule J associée 
à do se transforme en cellule J— 20E associée à 0; le défaut de cette dernière vaut 1. Les 
autres cellules J—0E sont non dégénérées, de façon que le défaut J— LE est égal au 
nombre de cellules de Jordan J associées à do. 


6.4.82. 6.4.83. 


2 OO ©O © 


1 0 
0 1 
0 1 
0 0 
0 0 


Om mOO 


0 
0 
0 ||. 
0 
—1 


OO O0O000O0— 
OO 00 


0 0 
1 0 
1 0 
O0 —1 
0 0 — 


OO0O 
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6.4.84. | 5 1 0 0 0 0 6.485. [2 0 0 0 0 0 
0 50 0 0 0 0 2 0 0 0 0 
0 05100 0 0-4 1 0 0 
000500 0 0 0-4 1 0 
0 0 0 013 0 0 0 0 0-4 0 
0 0 0 O0 019 0 0 0 0 0-4 
6.4.86. |1 1 O0 0 O0 O 6.4.87. ||1 1 O0 O0 O0 O0 
0100 0 0 0 1 1 0 0 0 
0 0 1 1 0 0 0 01 0 0 0 
0 0 01 1 0 0 00110 
0 0 O0 O0 1 1 0 O0 0 O0 1 1 
0 0 0 0 0 1 0 O0 0 O0 0 1 


: dus La forme de Jordan se compose d’une cellule d'ordre n+ 1 associée au nom- 
re 0. 

6.4.89. Les formes de Jordan des deux opérateurs se confondent et se composent 
de trois cellules de Jordan d'ordre 3 associées au nombre 0. 

6.4.91. Aucunes deux matrices des matrices 4, B, C ne sont semblables. 

6.4.92. A et C sont semblables entre elles et ne sont pas semblables à B. 

6.4.93. A et B sont semblables entre elles et ne sont pas semblables à C. 

6.4.95. Si À est la valeur propre de A distincte de 1 et de — 1, alors, 1/2 est également 
une valeur propre; en outre, à toutes les deux est associé le même nombre de cellules 
de Jordan de mêmes ordres respectifs. 

6.4.98. A chaque valeur propre de la forme de Jordan de la matrice doit correspondre 
une seule cellule de Jordan. 

6.4.100. Ecrivons la matrice quasi diagonale d'ordre "n dont la diagonale se compose 
de m répétitions de la matrice J. Alors, la forme de Jordan des matrices 4 X B et 4 XEn+ 
+ En X B respectivement s'obtient de la façon suivante : a) pour chaque valeur propre À 
de la matrice À non nulle, multiplions les éléments diagonaux de la i-ième cellule J par 
4; mais si A0, remplaçons la cellule J correspondante par la matrice nulle; b) à tous 
les éléments diagonaux de la i-ième cellule J ajoutons 4. Pour les opérateurs Gas et F1 
respectivement la forme de Jordan est la même. 


6.4.101. Si « est la racine n-ième primitive de l'unité, | la forme de Jordan 
de À est la suivante : 


1+r 0 


0 | 1+ran-t 


7.1.6. Si À est la matrice diagonale telle que A4 =(es, &) ,on a 
(4°)e=1-1(45)°1, 
où (4.)° est l’adjointe de la matrice 4,. En particulier, si les longueurs de tous les vecteurs 


e: sont les mêmes, alors (4*):=(4s)*. 
7.1.7. Les éléments a: de la matrice 4, de l'opérateur À doivent vérifier les égalités 


ais =(Ae;, fi); 
d'une façon analogue, les éléments ais de la matrice A; de l'opérateur adjoint 4* vérifient 


| ais Fr (4°/fs » €). 
C'est pourquoi 
a + = Gt. 
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7.1.8. Tout opérateur d'un espace unidimensionnel est une multiplication de chaque 
vecteur de l’espace par un nombre fixé (pour l’opérateur donné) «. Si l'espace est unitaire, 
l'opérateur adjoint est une multiplication par un nombre conjugué &. Dans un espace 
euclidien unidimensionnel, tout opérateur coïncide avec son adjoint. 

ne Rotation d’un angle « dans le sens opposé. 

7.1.10. 4° = — 4. 


7.1.11. a) [0 1 0 0 0 0 
o o 2||, 1 Oo o!|: 
0 O 0 0 2 0 
b) {|[-3 —4 -1 1 1 1 
|| 1 o-11, o o ol: 
2] 1 4 3 LS OC] 
c) 10 1 0 2 
o 0 3|, Y © 
0 0 0 1 
1 O0 —-|. 
2 
4 
0 — o 
3 
7.112. a) 10 -4 0 b) ,|-3 1 1 oll0-2 0 
3 —||-4 o 41: 3 
7 2 || _1y _, 3 7 93/4 
0 6 o 0 4 0 
7.113. a) [0 —5/2 0 b)I1-3 2 2 c) 10 © 0 
3 O0 11: —5j4 0 5/4|; 3 0 0 
0 15/2 0 0: 22 3 lo 5 0 


7.1.19. Dans le cas complexe, f:=tr (AïB). 

7.1.20. Sie1,...,en est une base orthonormée de l’espace X#, prenons comme vecteur f 
le vecteur dont les coordonnées dans cette base sont les nombres f(e1), ..., f(en). 

7.1.25. A* est un opérateur de projection sur le plan x+y+z=0 parallèlement 
à l'axe Oz. 

7.1.26. a) La base du noyau est le polynôme r°; la base de l’image est constituée 
de polynômes #, 1°; b) la base du noyau est le polynôme 313—2; la base de l’image est 
constituée de polynômes #, 3:2—2;: c) la base du noyau est le polynôme 3r°— 1; la base 
de l’image est constituée de polynômes #, 31°—1. 

7.1.32. L'inclusion T4148C Ta+T3 est toujours respectée. Montrons que dans l'énoncé 
du problème : T1:B8=7T41+78; à cet effet il suffit de montrer que T4CTu4s et TsC 
CTu+s. 

Soit xE T°: alors Ax=0 (d'après la condition 4B*=0) et (4+B)x= Bx. Si x par- 
court Te, Bx parcourt Ts; par là même, 72CT4,8. D'une façon analogue, en ré- 
crivant la condition 4B*=0 sous la forme BA4*°=0, on déduit que T4C T4. 

D'après la deuxième condition du problème et le problème 7.1.31, la somme T1:2= 
= T4+ T8 est orthogonale; donc 


rA+B=rATrB. 


D'une façon analogue on peut montrer que Tt4a+me = Tae+ Te, d'où, en passant 
aux supplémentaires orthogonaux, on obtient la deuxième proposition du problème. 
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7.1.34. Le sous-espace nul et les enveloppes linéaires des systèmes des polynômes 
tt, tt, ,..,, 18 (k=0, 1, ..., n). 


7.1.35. Le sous-espace recherché est donné par la condition 
n 
Z f(k)=0. 
k=0 


7.1.36. Le sous-espace recherché est donné par la condition 
1 


[ro a= 


-1 


7.1.39. a) 1,r,12; b) 1/V3, V2, (G3:2—2)/ V6: o) 1/V2, V3/2, SRG 1). 
7.1.41. Si FFE ... Àn SOnt les valeurs propres de l'opérateur 4, les valeurs propres 
de l'opérateur 4* sont À, ..., 


7.1.44. Soit k la dimension de Ka. Alors tout vecteur x de K21 vérifie : (4—1E)#x=0. 
Si y est un vecteur arbitraire de K;, on a 


O=((4—2E) x, y)=(x, (4° —ÆE)ty). 


Sur le sous-espace invariant K%, l'opérateur 4*—ÂE est non dégénéré. C'est pourquoi 
l'égalité obtenue signifie que K1LX,. 

7.1.45. La forme de Jordan de l'opérateur 4° s'obtient de la forme de Jordan de A 
en remplaçant les éléments diagonaux par des nombres complexes conjugués 

7.1.46. La base canonique de l'opérateur de dérivation se compose, par exemple, 
des polynômes 2, 2r, #2; la base canonique de l'opérateur adjoint, des polynômes 7°, 
1/2, 1/2. 

7.1.47. Supposons que l'ordre donné des valeurs propres est las Ans ..., À Ct 
qu'il faut construire la forme de Schur supérieure. Alors, prenons comme vecteur €n 
le vecteur propre normé de l'opérateur 4* associé à la valeur propre 4,. Considérons 
sur le supplémentaire orthogonal à e, qui sera invariant par rapport à A, l'opérateur 


induit 41 et son adjoint AÏ. Prenons comme e,-1 le vecteur propre normé de Aï associé 


à Zi, après quoi considérons le supplémentaire orthogonal à l'enveloppe linéaire 
des vecteurs €s-1 et en, etc. On peut procéder à cette construction dans le «sens inverse» : 
prendre comme e: le vecteur propre normé de A associé à À,; considérer le supplé- 
mentaire orthogonal à e1, invariant par rapport à 4°, etc. 

7.2.20. Dans un espace euclidien la proposition indiquée n'est pas vraie. On peut 
donner à titre de contre-exemple tout opérateur ne possédant pas de valeurs propres 
et n'étant pas un opérateur normal. 

7.2.22. Oui, c’est bien le cas. 

72.29. Non, si toutes les valeurs propres de l’opérateur sont simples; oui, si au 
moins une valeur est multiple. 

7.2.30. A1=1+i; As=1—5i. La base se compose, par exemple, de vecteurs e1= 


1 1 
=— (1 1)7T;ee=—(1 —1)7. 
2 2 
7.2.31. À1=0; ÀAs=3i; ÀAs= —3i. La base se compose, par exemple, de vecteurs 
1 1 
e=—(2 1 —2)T; e= (A4—3i 2+6i S)T;e3=— (4+3i 2-65 ST. 
3 3Y10 3V10 


1 1 
7.232. l1= — 1; Â=2—i; Â3—3—i. La base: e=—(1 2 —1)7;ee=—(1 0 1)7; 
6 V2 


1 
es=—(—1 1 1)7. 
ME 
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1 
72.33. l1=2; Âs=—2; Âs=2i; = 21 La base:e1=—(1 1 O O)7; e>= 
y2 


1 1 1 
=—(0 O 1 —1)T; es=—(1 —1 à i)T; ea=—(1l —1 —i —i). 
y2 2 2 


7.2.34. Non. L'opérateur de dérivation n'est pas un opérateur de structure simple. 

7.2.35. Non, si a<0. Pour a=0 on obtient un opérateur identique. 

7.2.37. Si x=(«1,x2,«s) et y=(P1, Ba, Bs) sont des vecteurs arbitraires de Rs, le pro- 
duit scalaire peut être donné par la formule : 


(x, P)=a1B1 + a1Ba+ «1B3+ aaB1 + 20202 + 20aP3 + sf + 243Pa+ 3asPs. 


7.2.41 = @ 11 RSR ER EN 
. TY MORT 2 2 2 2 » 


1 1 
7.2.42. Par exemple, e1=—(1 —2 1)7,es=—(1 0 —1)T,es=— (1 1 17. 
V6 y2 E 


7.2.44. Soient toutes les valeurs propres de l'opérateur À distinctes en module : 
l1l>lAsl>...>| nl, €t e1, ..., en la base orthonormée de vecteurs propres corres- 
pondante. La matrice de l'opérateur AB dans cette base est normale et égale au produit 
des matrices 4, et B.. En égalant (conformément à 7.2.12) les sommes des carrés des 
ROUE des éléments de la première ligne et de la première colonne de la matrice A.B,, 
on obtient 


| A1 [2(ILbaa |2+1 bas [+ ... +] ban [9)=1 A1 [?] bua [+] el | ba %+ +1 2n | | ua |?. 
Puisque B, est également une matrice normale, il vient 
| baa12+] ba |2+ +] baux [2=] ba |3+| bel? +... +] ban |? 
Ces égalités ne sont possibles simultanément que dans le cas où 
bn=...=bn=b12=...=b1n=0. 


D'une façon analogue on montre que les autres éléments hors diagonaux de la matrice B, 
sont nuls. Ainsi, B, est une matrice diagonale et, par conséquent, les opérateurs 4 et B 
sont commutables. 

7.2.45. En raisonnant de même que dans la démonstration 7.2.44, montrons que 
dans la base orthonormée de vecteurs propres de l’opérateur À (s’il vérifie les conditions 
du problème), la matrice de l'opérateur B est quasi diagonale: de plus, ses blocs diagonaux 
d'ordre =1 correspondent aux valeurs propres multiples de l'opérateur 4. Il en résulte 
que les matrices d’opérateurs sont commutables. 

7.2.47. Tout vecteur pour lequel on attcint ce maximum est un vecteur propre 
de l'opérateur À associé à la valeur propre maximale en module. 

7.2.49. Non. Par exemple, pour l'opérateur unitaire U la relation | Ux{|/| x] est 
égale à un, quel que soit le vecteur x non nul. 

7.3.4. Les opérateurs de multiplication par un nombre égal à l’unité en module. 

7.3.6. Non. L'opérateur A est dégénéré. 

7.3.8. a) Oui. b) Non. 

7.3.10. Non, si l'opérateur n'est pas identique. 

7.3.12. a) Le sous-espace propre pour = 1 coïncide avec l'ensemble des polynômes 
pairs; le sous-espace propre pour /=—1 coïncide avec l’ensemble des polynômes im- 
pairs; c) le sous-espace propre pour À=1 est tendu sur le système de polynômes #7+1, 
tw-l+7r, ...; le sous-espace propre pour À= —1 est tendu sur les polynômes ##-1—1, 
t%-l—7, ... Si n=2k—1, les deux sous-espaces sont de dimension k; mais si n=2%, 
la dimension du premier sous-espace est 4 + 1, et du second, 4 
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7.3.13. Le produit scalaire des polynômes f(r)=ao+at+ at? et g(t)=bo+ bit + bar? 
peut se calculer d’après la formule 
(, g)= 3a0bo— 2a0b1 — 2a0b2 
— 2@100+ 2a1b1+ abs 
—2a2bo+ a2b1+2a2bs. 


7.3.16. Qe= 


| 

WIND WIN ln 
| 

we wW|bD WIR 


7.3.18. Oui, cet opérateur sera orthogonal. 

7.3.21. Soient À l'opérateur donné et «1, ..., en une base orthonormée arbitraire. 
D'après l'énoncé, les vecteurs 4e1, ..., 4e, sont orthogonaux deux à deux. Montrons 
qu'ils sont de même longueur. Si, par exemple, «1=| Ae1| #as=| 4e2l, les vecteurs 
e1-+es Qt e1 —ez2 sont orthogonaux et les vecteurs A(e1-+ez2) et A(e1—ez2) ne le sont pas : 


(AG:1+ es), A(e1—e2))=(4e1, Ae1)—(Aez, Ae)=ai— 08. 


C'est pourquoi | 4e: |=x pour tout i=1, ..., # et alors A=aU, où U est un opérateur 
unitaire qui associe les vecteurs e; aux vecteurs (1/x)Ae:. 

7.3.34. La permutation des lignes et des colonnes de la matrice dans l’ordre inverse 
est une transformation unitairement semblable. 

7.3.37. yp1—y2=(ps— ya) + 24z. 

7.3.38. pa= — ys=arg a — arg as, 


| au | | | asc | 


D=——_—_—_—_—_—2©, Sin p= ———, 
Pl au [2+] age |? VI au [2+ 1 asc [? 


7.3.40. Multiplions à gauche la matrice donnée 4 par la suite des matrices unitaires 
élémentaires Tres, Ts, ..., Tim, 123, ..., Tn-1,n POUr annuler successivement tous les 
éléments sous-diagonaux. La matrice triangulaire supérieure obtenue cst un des facteurs 
de la décomposition recherchée, alors que l’autre facteur est le produit TieTis.… Toi: 

7.3.44. La longueur du vecteur w doit être égale à l'unité. 

7.3.46. Les valeurs propres sont égales à 1 et à —1. De plus, À= —1 cest une valeur 
propre simple et les vecteurs propres qui lui correspondent sont colinéaires à w. Les 
vecteurs propres pour À=1 (et le vecteur nul) forment le supplémentaire orthogonal à w. 

7.3.47. Le déterminant est égal à —1. 

. P : 9 

7.3.49. w=]| —sin — cos —| . 

3.49. w | sin D cos 7) 


7.3.50. Le produit Hx doit se calculer d’après la formule 
Hx=x-2{x, w)w. 
Le produit scalaire (x, w) se calcule d’après (7.1.4). 
7.3.51. ner Los où |k]=|x|=(x, x)!/?; pour le reste, le choix de k 
est arbitraire. 
7.3.52. Choisissons d’après la matrice donnée d'ordre », en vertu de 7.3.51, la matrice 
H de façon que la matrice 41= H14 soit de la forme : 


as 2x1 
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A est la sous-matrice de type n— 1. Construisons maintenant la matrice He : 


1 0...0 
H:= 
#7 10 A 


où As est la matrice de réflexion de type 7—1, choisie de façon que tous les éléments 
sous-diagonaux de la première colonne de la matrice 241 soient nuls. Alors, les premières 
deux colonnes de la matrice H2H4 coïncident avec les colonnes de la matrice triangulaire. 
En poursuivant ainsi, après 7—1 pas on obtient une matrice triangulaire supérieure. 
Le facteur unitaire de la décomposition recherchée est le produit H1H°...Hn-1. 
7.3.54. Si l’on désigne par &1 le vecteur colonne (az1as1 ..., 4än1)7, il faut prendre 
comme H la matrice de la forme 


1 0...0 
0 À 


où À est la matrice de réflexion qui associe &1 au vecteur colinéaire à la colonne unité ei 
de type n— 1. En outre, H elle-même est encore une matrice de réflexion. 
7.3.55. Pour tout ‘opérateur, il existe une base orthonormée de l’espace telle que 
la matrice supérieure (resp. inférieure) de cet opérateur est une matrice quasi triangulaire. 
7.4.7. Dans le cas complexe, ce sont des opérateurs de multiplication par un nombre 
réel. Tous les opérateurs linéaires d’un espace euclidien unidimensionnel sont symétriques. 
7.4.11. Oui. 


17 S —1 
74.15. Se=— 5 —7 5 

1 5 17 
74.24. H=0. 


«+ _7.4.34. Soit Lx: un sous-espace de dimension k arbitraire. Examinons avec L+ l’enve- 
loppe linéaire Mh-x,1 des vecteurs ex, ek41,...,€n. L’intersection de Le et de My-241 
est au moins unidimensionnelle: soit xo un vecteur non nul de cette intersection. Alors, 
d'après (7.4.3), 


, 


donc, 


de sorte que 
(Hx, x) 


Lx zw#0 (X, x) 
ZELr 
Le fait que la relation (7.4.4) devient égalité est montré par l’enveloppe linéaire de di- 
mension k des vecteurs e1, ..., ex. 

D'une façon analogue on démontre (7.4.5). 

74.35. On peut supposer, sans limiter la généralité, que la sous-matrice H,-1 se 
trouve dans les premières ligne et colonne de la matrice H. Soit f1, ..., fn-1 la base ortho- 
normée des vecteurs propres de la matrice H,-1 associés à H1, ..., An-1 respectivement, 
où Hzu2x...ælin-1. D'après (7.4.3), 


< x. 


(Hn-1}, }) . (Hn-1, }) 
MAX == NN ——— 
#0 C, }) y#0 O, y), 
VEMa-x YEM 


où M£ est tendu sur f1,...,/x, et Max est tendu sur fx, ...,/n-1. Maintenant, à chaque 
colonne y de dimension (n= 1) faisons correspondre le vecteur colonne x de dimension n 


tel que 
22 P] | 
0 
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Il vient 
(Ha-1y, >) _ (x, x) 
On GX 


pour les vecteurs correspondants y et x. Aux sous-espaces M,-» et Mx correspondent 
dans un espace de dimension # les sous-espaces M,-» et Mx de même dimension. C'est 
pourquoi le théorème de Courant-Fischer entraine que 


Axs1<ux=< 2er. 


7.4.36. Une valeur propre positive et une valeur propre négative. 

7.4.40. Pour tout opérateur hermitien il ee une base orthonormée de l'espace 
telle que la matrice de cet opérateur soit tridiagonal 

Re 7. fo(4)=1, f1()=2, fa) = 2-1, FC) = i- 24, fU)=2-32+1, fs(2)= 

7.4.44. Rae par récurrence suivant le nombre de polynômes dans le système 
fo(2), 12), . .…, fa). Soit des 1. Alors, f1() est plus grand ou plus petit que zéro suivant 
que le Sombre u est plus grand ou plus petit que la racine unique A? du polynôme 
f1(4). Dans le premier cas, la suite 


fou)=1, f(x) 


n’admet pas de changement de signes, et dans le deuxième, le changement de signes 
ue 

upposons que la proposition est prouvée pour tout k=r. Les valeurs des polynômes 
sa et fr4+1(2) au point u peuvent se calculer suivant les formules : 


f{u)= Il &—A), frat)= T (u— A5 +). 


On voit donc que le signe : chacun des nombres où fr+1(0) est défini par le nombre 
de parenthèses négatives du produit correspondant. Le nombre de racines du polynôme 
fr41(4) à droite du point « est ou bien égal, ou bien d'une unité plus grand que celui 
du polynôme /f{(À) [cf. 7.4.43, b}]. Dans le premier cas, le signe de f.41(4) coïncide avec 
le signe de /{u), et la suite 


fou), fi), .….. fKb), Jr+1() 
admet le même nombre de changements de signes que la suite 


fo(u), fip), .. Ju). 


Dans le deuxième cas, les signes de fr,1(u) et de f{u) sont opposés et la première suite 
compte un changement de signes de plus que la deuxième. 

7.4.45. De même que dans 7.4.44, menons la démonstration par récurrence. Soit 
au début, £=1. Si us), on attribue à la valeur nulle de f1(u) le même signe qu'au 
fo(u)=1, et la suite 

I o(u), f: 1() 


n’admet pas de changement de signes. 

Supposons maintenant que la proposition est établie pour tout k=r. Si u n'est 
pas racine des polynômes 4) et fr,1(4), le passage par récurrence se fait de même que 
dans la démonstration de 7.4.44. Examinons les deux possibilités restantes : 

a) H est une racine du polynôme /:(4). D'après 7.4.43, b), dans ce cas le nombre 
de racines du polynôme /,,1(4) à droite de a est d'une unité plus grand que celui de 
f{). Les nombres fr41(4) et fr-1(4) ont des signes opposés et la suite 


fo(u), fi), .., fr-1(u), Ju), fr+1) 
compte un changement de signes de plus que la suite 


Jo(u), fi), ….. fr-1), fu); 
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b) u est une racine du polynôme /,,1(4). Dans ce cas, d'après notre règle d'attribution 
du signe à la valeur nulle, les deux suites mentionnées comptent le même nombre de 
changements de signes. En même temps, les deux polynômes /,(4) et f::1(1) admettent 
à droite de x le même nombre de racines. 

7.4.46. Désignons par S(x) le nombre de changements de signes de la suite numérique 


J o(x), f: 1(x), ...s fs n(x). 
Par condition : S(a)=k, S(b)<k. Posons ee et composons la suite 


f o(c), SJ i(c), ..….s Js n(c). 


Si S(c)=k, alors À appartient à l'intervalle (c, b). Mais si S(c)<k, alors, soit À=e, 
soit A+ appartient à l'intervalle (a, c). 

7.449. L'approximation cherchée de 21 est 27/16. 

7.4.52. b) Toute matrice symétrique réelle est orthogonalement semblable à une 
matrice diagonale. 

7.5.1. Non. 

7.5.20. Soient À une valeur propre quelconque de la matrice 4, x le vecteur propre 
correspondant. On a 


0>(Cx, x)=(4"Bx, x)+(BAx, x)=(Bx, Ax)+(Ax, Bx)=(Â+ À) Bx, x)=2 Re À-(Bx, x), 


d'où Re À<0. Maintenant pour la matrice À l’unicité de la solution de l'équation de 
Liapounov se déduit de 6.3.49. 

7.5.21. H=0. 

7.5.26. La proposition du problème se déduit de 7.4.19 et 6.3.51. 

7.5.28. La proposition du problème sc déduit de 7.4.20 et 6.3.48. 

7.5.30. La matrice S est un produit de Schur des matrices définies positives H et HT. 

7.5.36. La nécessité de la condition résulte de 7.5.9. Supposons maintenant que pour 
la matrice H la condition du critère de Sylvester est observée. Démontrons par récurrence 
que la sous-matrice principale directrice H4 est définie positive. 

Pour k=1 ceci est évident. Si, ensuite, H# est définie positive, les valeurs propres 
Mm=...xusx de cette seus-matrice sont positives. De 7.4.35 résulte que parmi les valeurs 
propres x... A2 /#,1 de la sous-matrice H:,1au moins A1, ..., A: sont positives. 
Mais en vertu de la condition det Hr,10, À5,1est également positive, de façon que Hz:,1 
est une matrice définie positive. 

7.5.39. La matrice n'est pas non négative. 7.5.40. La matrice n’est pas non négative. 
7.5.41. La matrice est définie positive. 

7.5.42. Pour tout 0, la matrice H+eE vérifie la condition (7.5.2); il s'ensuit 
que H est au moins non négative. Pourtant, le déterminant de la matrice H est positif, 
ce qu'on peut montrer en le calculant d’après les récurrences associant les mineurs prin- 
cipaux situés dans les dernières ligne et colonne de la matrice. C’est pourquoi Æ est 
définie positive. 


7.5.43. La matrice est non négative. 7.5.44. La matrice est non négative. 
7.5.46. = 3 "| 7.5.41. I 4 1 1 
—1 3 —|[1 4 1. 
V2 3 
1 1 4 
7.5.48. 1ll 14 2 —4 7.5.49. 1 1 1 1 
—|| 2 17 21||. 1111 1 1 1 
4 2 14 21 1 1 1 
1 1 1 1 


7.5.53. HxS entraîne que S-1/2HS-1/22E, où S-1/2=(S1/2)-1, Alors, d’après 7.5.33, 
SU2H-1S1/3<E ou H-1=<S-1, 
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7.5.60. Soit x le vecteur propre normé de l'opérateur HS associé à la valeur propre 

y1. On a 
1=(HSx, x)=(Sx, Hx)=| Sx|-| Hx|<x1f1. 
Dans la dernière transformation on utilise la relation (7.4.2). 

7.5.61. a) H=S+iK implique : iS-1X=S-1H—E. Les valeurs propres de la matrice 
S-LH étant positives, les valeurs propres de la matrice iS-1K sont réelles et supérieures 
à —1. Remarquons que S-1K est semblable à la matrice antisymétrique S-1/2KS-1/2, 
c'est pourquoi ses valeurs propres se situent symétriquement par rapport à zéro. Il s'ensuit 
que les valeurs propres de iS-1K sont inférieures à 1; 

b) pour la démonstration il suffit de vérifier que det (S-1H)<1. On tire de a) que 
les valeurs propres de la matrice S71H se reposent dans l'intervalle (0, 2) symétriquement 
par rapport à son milieu. Le produit de chaque couple symétrique de valeurs propres 
1+x, 1—x ne dépasse pas l’unité d'où l'égalité nécessaire. Dans le cas det S=det A, la 
matrice S”1H est égale à la matrice unité: 

c) a) entraine que | det (S”1K)|<1, d'où det K<det S. 

7.6.1. Si «1, ..., « sont des nombres singuliers de l'opérateur 4, alors a) 4* admet 
les mêmes nombres singuliers; b) les nombres singuliers de «A sont | æ|œ1, ...,| xls. 

7.6.5. Les nombres singuliers de 471 sont inverses des nombres singuliers de A. 


3 
7.6.8. n,n—1,...,2,1,0. 7.6.9. 2V3, VER O. 


7.6.12. Les colonnes de U forment le système orthonormé de vecteurs propres 
de la matrice 44°: les colonnes de F*, le système orthonormé de vecteurs propres de 
la matrice 4*4. 

7.6.16. a) AT = VTAU: b) A°= V*AU: c) A71=(PV)* PAT1P (UP})*, où P est la 
matrice des permutations suivante : 

0 1 


1 0 
7.6.19. Le seul nombre singulier non nul est 


| > > laut)”. 


{m]1f=]l 


7.6.28. Ces estimations s'obtiennent de 7.6.23, si on prend comme x les vecteurs 
colonnes unités. 

7.6.31. Sans limiter la généralité, on considère que À se trouve dans les premières 
ligne et colonne de 4, du fait qu’on peut l’obtenir en commutant les lignes et les colonnes 
qui ne changent évidemment pas les nombres singuliers. Soit À la matrice de la forme 
partitionnée suivante : 

-hé 


C D 


Alors, la matrice F= 44*+ BB* est la sous-matrice principale de 44° et ses valeurs 
propres indicées dans l’ordre décroissant ne dépassent pas les valeurs propres de même 
indice de 44°. Comme BB* est une matrice non négative, à son tour, les valeurs propres 
de AA° ne dépassent pas les valeurs propres de même indice de F. D'où la proposition 


7.6.34. Soit L? le sous-espace de X tel que 


. |4Bxl| 
oi; =min : 
z#0 |x| 

z€EL$ 
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Puisque 
| ABx| | Bx| 
—<O — , 
1x! [xl 
on a 
Bx| | Bx | 
Ok <G-MIN ——<@e max min —=p}. 
zwm0o |xl| Le _. | x| 
Le 


zELY 


Si dans le sous-espace L£ il existe un vecteur non nul x tel que Bx=0, alors ô=0 et 
l'inégalité Ôr<axf1 est évidente. (Remarquons que dans ce cas PB, —0 également, et la 
quatrième inégalité est encore observée.) Dans le cas contraire, le sous-espace BL£ est 
de dimension k et tous les vecteurs non nuls de L£ vérifient les relations 


| ABx| _ | 4Bx| | Bx| | A(Bx) | 


<fpa 
[x [Bx| xl | Bx| 


. AG, . l4»l 


Ôx=/BPi-min = Pie. 
zw | Bx| no 2 La zwm0 |Xx 
zELY vEBL} zELa 


D'une façon analogue on démontre les deux He inégalités. 

7.6.36. Toutes sortes de produits œiBy, i=1, ...,n,j=1, ..., m. 

7.637. œ1=a@s2=2, as=1. 7.6.38. a«1=3, Me =2. as= 1. 7. 6.39. G1=@2—=6, as=3. 
7.6.40. «1=9, as=as=0. 7.6.41. «1=œ:=5, as=3. 7.6.42. o1=as5= 2 V2, a«s= V2, «= 0. 
7.6.43. a1=a2=3, as=xs= 1. 7.6.44. x1=4, as=as=xs=0. 7.6.45. a1=a2=@s=24=2. 
7.6.46. &1=a2=2 10, «s=xs= V10. 

7.6.47. Pour n=1 on obtient la forme trigonométrique du nombre complexe. 

7.6.48. H=(A*A)1/2. 

7.6.49. La décomposition polaire A4=HU implique 44*=H%, 4°4=U*H3SU. 
Soit 4A°Ae:=U*°H 2Uei=a'e;. Alors, HXUe:)= af(Uer), ce qu'il fallait démontrer. 

7.6.53. H1=(4°4)1/2. 

7.6.54. Si H et U sont commutables, on a 4°4=44* = H3 et l'opérateur À est 
normal. Supposons, inversement, que À soit un opérateur normal, c'est-à-dire que 4°4 = 
= AA, et que «1, ..., € Soit une base orthonormée de vecteurs propres de l'opérateur 
AA*. Comme 44°=H2, les mêmes vecteurs e1, ..., €. seront également des vecteurs 
propres pour l'opérateur H; donc 


(UH)ea=U(He)=uUe, i=1,...,n. (a) 
D'autre part, il résulte de 7.6.49 que 
HYUe:)=aiUes, i=1,...,n, 


D'où 


ou 
(HU)je: = H(Ues)=œmUe, 1=1,...,n. (8) 
Les a (x) et (8) montrent que UH= HU. 
7.6.56. H=—S, U= —E. 
7.6.57. Si on examine la matrice de dérivation dans la base 1, 7, #2, ..., fn, alors, 
dans cette même base, l'opérateur H possède une matrice diagonale à éléments diagonaux 
1,2, 3, ..., n, 0, et l'opérateur U, la matrice 


0 1 0...0 
1 0 
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Par là même U est soit un opérateur de permutation cyclique: 1-—>1",1—1,12—1,...,19— 
—1*"1, soit un opérateur de permutation cyclique avec réflexion 7—#%. 

7.6.58. Ap= HpUr. 

7.6.59. AXB=(HXKXUXV). 


- 1]]3 — 
7.6.60. n=| 5 ;]l = |: #1. 


5 5 6||4 3 
7.6.61. dE 1 
2Y2 V2 0 2 y2 
— , = 1 1 ||. 
H=|| V2 32 0 PRIME 
0 O0 5 PE V2 
—i 0 O0 
7.6.62 1 O0 0 ‘ —1 2 —2 
g-V01 300 ne 1 2 2 
2 |0 0 3 1||” Y10 || —2 1 —1 
0 O 1 3 -2-2 1 1 


7.6.63. Soient A=PAP-1, où À est une matrice diagonale, et P= XU la décomposition 
polaire de la matrice P. Il vient 


A=KUAU*K-1=(KUAU*KYXK-1}?. 
En adoptant H=KUAU"K, S=(K-1}3, on obtient la représentation nécessaire. 
7.6.64. Soit A= UAF la décomposition singulière de la matrice 4. Alors, 


t(AW)=t (UAVW)=tr (AVWU)=tr (A2), 


où Z=VWU et parcourt avec W l'ensemble tout entier des matrices unitaires. Il est 
évident que 
tr (12)|<o+...+u. 


L'égalité s'obtient ici, par exemple, pour Z=E, c'est-à-dire W= VeUr®. 


7.7.1. Pour n=1 on obtient l'écriture usuelle z=a+ib du nombre complexe z. 
7.7.2. A=0. 7.7.3. a) A=B; b) A°=B8. 

7.7.7. A=0. 

7.7.9. A*=H1—1iHa. 

7.7.20. L'égalité | det 4|=det H1 a lieu si et seulement si A= Hi. 


1 1 
7.7.23. NE (4+4°), Fe (4 — A°). 


7.7.25. A est un opérateur antisymétrique. 

7.8.4. Si on met le polynôme g(r) sous la forme g(r)=at"+gnit), où gn-1(r) est 
un polynôme de degré =n—1, les pseudo-solutions de l'équation 4/=£g sont des images 
réciproques du polynôme gh-1(71), c'est-à-dire toutes ses primitives. La pseudo-solution 
normale est une primitive à terme constant nul. 

7.8.5. Si le plan des pseudo-solutions des équations Ax=b se met sous la forme 
Xx=Xxo+N4, Où xo est une pseudo-solution normale, alors pour a), b), c) les plans cor- 


| 1 
respondants sont : a) . Xo+ Na ; D) x=axo+ Nu; c) x=xo+ Na. 


7.8.6. Soit xo la pseudo-solution normale de l'équation A4x=b. Alors, a) xo est 
la pseudo-solution normale de l'équation UAx= Ub; b) V*xo est la pseudo-solution 
normale de l'équation 4 Vx=b. 


20° 
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7.8.7. Soit r le rang de ARE Actei, ..., er les vecteurs propres associés aux 
valeurs propres 1, ..., À 


. +...+@rér + Grtlerri+ ... +Œnen, 
les pseudo-solutions de l'équation 4x=b sont les vecteurs de la forme 


@Œ1 Fr 
X=— @+...+— €er+Br+1ers1+ ... +fPnen, 
À À 


OÙ Br+1, ..., Bn sont des nombres arbitraires. La pseudo-solution normale est : 


hs Faut 
= — 1 ee en. e 
À 2. 


7.8.10. xo=(0 O 0)7. 7.8.11. xo=(0 0)7. 


3 | 1 
7.8.12. =— | 1 1 | 7, 7.8.13. = ——— | 2 7, 
x0=7 ( ) X0= — (12) 
1 1 
7.8.14. = 6 6)T. 7.8.15. Me (1 O0 177. 
1 
7.8.16. xo=> (I (4 1)T. 7.8.17. Xxo=(1 1 OT. 


1 1 
7.8.18. x=[1 ne | 1]. 
2 2 


7.8.19. L'opérateur nul de Y dans X#. 

7.8.21. Sur le sous-espace M, l'opérateur pseudo-inverse agit comme un opérateur 
de dérivation. Les polynômes de la forme ar* forment le noyau de l'opérateur pseudo- 
inverse. 

7.8.27. Soit B=(4*)},r. Alors B est une matrice de type n X m telle que b11 = 1/a1, b2e = 
=l/ae, ..., br=1/a,, alors que tous les autres éléments sont nuls. 

.. 78.32. Les valeurs propres nulles des opérateurs 4 et 4* sont réciproquement 
inverses. 

7.835. At=U*H+=Hi Ur. 

7.8.45. Les opérateurs 4 et X sont réciproquement inverses sur le couple de sous- 
cspaces Tao et Tu. 

7.8.47. L'opérateur X doit avoir le même rang que 4. Par conséquent, le sous- 
espace T41° est l’image de cet opérateur. 

7.8.49. En plus des conditions du problème 7.8.47, l'équation (4X#)*=AX montre 
que le noyau de l'opérateur X doit être orthogonal au sous-espace T1. Ainsi, l’image 
et le noyau de X coïncident avec l’image et le noyau de 4° respectivement; de plus, 
sur le couple de sous-espaces Tue et T4, les opérateurs 4 et X sont réciproquement 
inverses. D'après 7.8.26, X= At. 

Dans les problèmes 7.9.1-7. s S la rs si des SES n'est pas bien définie. 


1 | 1 
7.9.1. yi+7y2+y3; Le D = _: — }3, Xs=— — 
V2 V6 3 V6 3 y2 
—— Js—— }s. 
V6 3 
7.9.2 vi Tys+ 5y$ x . +— Rs = : : 
Joke —Y1— 8, X1=—— 1 s X3= —— 1 
| . V6 3 7 VE 6 Y6 
+. 


3 ÿ2 
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2 1 3 1 2 2 
7.9.3. —7y;+2ys: Xi=— + X2=—N+—ps-——y3, Xs= 
2 "Ve V1 V6 Via 
| 
VA Ye s 
7.9.4. +3yà—3 PL 1 l 
Ji ya ys— ÿa: X1=—Yi+ s X2=— Yet —Yys, X3=——J2— — Js, 
PS OS AT V2 72 
1 1 
X4=—— V1 = Yi. 
V2 V2 
2 1 2 
7.9.5. 10y1 : sn Ji—— ps + — y3 


1 
NL LR 


| 1 


———=J4, X3= ns A _ °° 
V5 Vo Yo Yo Vo Yi Vo 

7.9.12. Appliquons la démonstration par récurrence suivant _. LE n. Pour 
n=1, la proposition est évidente. Supposons qu'elle soit vraie pour #=k. Examinons la 
forme de k+ 1 inconnues, et soient 4:,1 sa matrice, 44 la sous-matrice principale directrice 
d'ordre £. A1 et Az étant des matrices non dégénérées, d'après 7.4.35, Az,1 possède 
soit une valeur propre positive, soit une valeur propre négative de plus que la matrice 4x. 
Dans le premier cas, le signe de Dz,1 est le même que celui de Dr, et la suite 1, Di, ... 

» De, Dry compte une coïncidence de signes de plus que la suite 1, D1, ..., De. Dans 
le deuxième cas, le signe de Dz,1 est opposé à celui de Dr et on obtient un changement 
de signe supplémentaire. 

7.9.13. Comme Dr-1#0, À=0 est une valeur propre simple de la sous-matrice 
principale directrice 4&. Soit / le nombre de ses valeurs propres négatives. Alors, d’après 
7.4.35, le nombre de valeurs propres négatives de 4x-1 est /, et de Ar, 1+1. Donc, 
Dyr-1Dr41<0. 

7.9.16. Chacun des indices d'inertie est égal à 2. 7.9.17. L'indice d'inertie positif est 
1 ; l'indice d'inertie négatif est 3. 

7.9.18. La forme est définie positive. 

7.9.19. La forme F se ramène à la forme F =yi+G, où G est la forme quadratique 
mais seulement des variables pe, ..., Yn. 

79.21. Par exemple, y1=x1+x2+xs, pe=xe+ X3, Ja=X3. 

7.9.22. Par exemple, y1=x1+x2, Je=xe+ xs, Ya=Xs. 

7.9.23. Par exemple, y1=x1—x3— 2x4, pe=2xe+ x3, ps=3x3+ 2x4, ya= 4x. 


79.8. 2 1-1] 7.9.29. 3-1 O 
s=|0o 2 : s=|lo 2-2 
0 0 1! 0 O0 1 
7.9.30. 1 2 3 4 7.9.32. 1 VS 
0 1 2 3 
S=|0 0 1 2 1 V2 
0 0 01 S= 
1) 1 V2 
1 
7.9.34. 1 23 45 
0 1 2 3 4 
s=|[0o 0 1 2 3 
0 0 0 1 2 
00001 
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79.36. n extractions de racine carrée. Le nombre de multiplications et de divisions 
est exprimé par le polynôme de », dont le terme supérieur est n°/6. 

7.9.37. La résolution du système 4x=b se ramène à la résolution de deux systèmes 
d'équations triangulaires : STy=b et Sx=y. 

7.9.38. La résolution de deux systèmes triangulaires impose O(n®) multiplications 
et divisions. Compte tenu de 7.9.36, on voit que la méthode de la racine carrée est à peu 
près deux fois plus économique que la méthode de Gauss. 

7.9.43. Si la numérotation est convenable, Aw=1; i=1,...,n. 


1 
7.9.45. La forme F est définie positive. La transformation des inconnues ÉET X1+ 
3 


2 1 
oi X3,Z2= x3,z3=—x1— Ÿ2xs réduit la forme F à la forme 


NE ñ Fr” +7 Ye [ER 
normale, et la forme G à la forme canonique Sz5+ 25. 


7.9.46. Les matrices des Re F F G de commutables. Les transformations 
1 1 1 
orthogonales des inconnues PS LR ss Ya=—X1—— X3, J3=—X1+ 


ER E "V2 V6 


Heu ramènent la forme F à la forme canonique 3»1—2y2+ 6), et la forme G à 


Ye V6 
la forme canonique (— 6)yi + 65. 
7.9.47. La forme F est définie négative. La transformation des inconnues z1= 


1 4 2 5 2 2 
SAT xt, A= 07x20, 2 XX 3x8 ramène la forme F à la 


forme normale, et la forme G à la forme canonique (— 521 — 222+ 2. 


7.9.48. La forme G est définie positive. La transformation des inconnues y1=x1—xs, 
Y2=Xa—X3, Ys=Xs—X4, Ja=xa ramène la forme G à la forme normale, et la forme F 


à la forme canonique y + 2»3— . 
7.9.49. Les matrices des formes F et G sont commutables. Les transformations 
1 


orthogonales des inconnues Le Le X Xs+— X4 . ee Xat+—Xs— 
=— 7 » = 
di 2 ° 2 . 2 2 dé 2 2 2 
_ 


| 1 
— X3, Ya=— X2—— x4 réduisent la forme F à la forme canonique 


EE y2 


NS Y3—}à, et la forme G à la forme canonique yi+ Sy2+ys+y. 
8.1.29. Soit p(x, M)=| x-»0 ]=1x— 30 ll. Alors, 


yo+y 
ex, M)=||x- 7 |< a x=— yo |l+1lx—y0 D=e(x, M), 
par conséquent, 
Xx— — yo = _— yo 
EE 
2 
D'après 2.4.13, 
x—yo= À(x— 0), 
où 40. D'où 
j nl, 
x 30 || 


‘ 
et Y0= Yo: 
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8.1.33. Si le nombre c indiqué n'existe pas, il existe une suite {xx}, x:€ M, telle 
que | F(xr)|=4. Extrayons de {xr} la sous-suite {xk,} qui converge vers un certain xo€ M. 
Alors, la fonctionnelle F étant continue, la relation F(xt,)-F(xo) doit être observée, 
ce qui contredit à l'hypothèse F(xx,) — «. 

8.1.34. Adoptons 

C=sup| F(x) |. 
ze 


D'après 8.1.33, le nombre C est fini. Si pour aucun des x de M on n'atteint cette frontière, 
la fonctionnelle 


1 
G(x) = ———— 
G—| F(x) | 
doit être continue sur M, et ses valeurs doivent être bornées, ce qui contredit à la dé- 
finition du nombre C. 


1 

8.1.35. c1 = max n(x), c2= max m(x). 
m(z)<1 n(z)=<1 
zwm0 z#0 


8.1.36. ||x|l2<{| x 11=< Vril x (le, 
Uxle=< 1] x{1=< x ||, 
Ixle=<x||s= Val x Ile. 
8.1.37. Poser c1 égal au nombre singulier minimal, et cs au nombre singulier maxi- 
mal de la matrice P. 

‘8.1.41. Introduisons le produit scalaire dans X de façon que Li et Le soient ortho- 
gonaux. Soient z0 le point limite de N et {2x} la suite des vecteurs de N convergente vers 20. 
Si zz=xet}e, Xk CE Mi, YzE M2, et zo+ yo la décomposition du vecteur 20 suivant les 
sous-espaces L1 et L:,ona 


| ze 20 [=] xx x0 [+] px yo |?, 
d'où xx —x0 ct yx yo. Vu la fermeture de Met M2, on a x0€ M1, yo€ Me, EN. 

8.1.45. La longueur du vecteur est duale à elle-même par rapport au produit scalaire 
qui l'engendre. 

8.1.46. m°(x)=Ilx|1={a1l+...+1anl. 

8.1.47. L'inégalité (8.1.4) du couple de normes ||x|l, et ||x||4 est l'inégalité de Hôlder. 

8.1.49. 11 suffit d'examiner les vecteurs xo tels que m(xo)=1. Chacun de ces vecteurs 
est un point limite de la boule unité de la norme r""(x). Dans les cours d'analyse convexe, 
on prouve que pour tout point limite xo d’un ensemble convexe M, il existe ce qu'on 
appelle un «hyperplan d'appui», donné par l'égalité Re (x, y)=c (où y est un vecteur 
fixé) et muni de la propriété Re (xo, y)=c et Re (x, y)<c pour tous les autres x de M. 
En appliquant ce théorème au cas considéré, construisons pour le vecteur donné xo 
l'hyperplan d'appui Re (x, y)=c. Le vecteur y qui détermine cet hyperplan sera précisé- 
ment le vecteur recherché. 

8.2.2. Oui, si l'opérateur est non dégénéré. Non, s'il est dégénéré. 

8.2.3. Dans le cas d’un opérateur dégénéré, la proposition peut être fausse. 

8.2.5. Soit M1= MN T4. Mi est lui-même fermé étant une intersection des ensembles 
fermés. Introduisons dans les espaces considérés des produits scalaires. L'image réciproque 
de M (ou, ce qui revient au même, M1) est l’ensemble des plans x+M4, où x parcourt 
l'ensemble A*M1. Puisque l'opérateur A* envisagé seulement sur T4 est non dégénéré, 
20 HE un ensemble fermé (cf. 8.2.3). Maintenant, la proposition nécessaire résulte 
de 8.1.41. 

8.2.15. a) La norme spectrale de la matrice diagonale est égale aux éléments dia- 
gonaux les plus grands en module; b) la norme spectrale de la matrice quasi diagonale 
est égale à la norme spectrale maximale des blocs diagonaux. 

8.2.17. Vn. 8.2.18. | A|z=ai+...+an. 

8.2.23. La partie réelle (resp. imaginaire) du nombre complexe z est le point de l'axe 
réel (resp. imaginaire) le plus proche de z. 
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8.2.24. Cette égalité est analogue à la formule du module du nombre complexe 
Z=X+i. 
8.2.25. Soit U une matrice unitaire arbitraire. Alors, 


I 4 U |£=tr ((4H- U)*(H-U))=tr H?+n-—2 Re tr (HU). 
D'après 7.6.64, 
—tr H<Retr (HU)=tr H, 


de plus, l'égalité à droite ne s'obtient que pour U=E, et à gauche, que pour U=-—E. 
Dans le cas où H est une matrice non négative, la proposition est vraie; pourtant, 
les matrices unitaires, la plus proche et la plus éloignée, peuvent ne pas être bien définies. 
8.2.26. Pour le nombre complexe non nul z==0 (cos +isin p), le nombre r1= 
=Cos g + i sin p est le point le plus proche, et le nombre r2= — (cos g+ i sin æ) le point 
le plus éloigné du cercle unité. 


L n 
8.2.30. a) | 4/1=max Z | a:;|; b) ||A||- =max > |æsl. Les valeurs des deux 
$ =] { Jf=1 


normes sur la matrice diagonale D sont égales au module maximal des éléments diago- 


naux dii < 
8.2.33. N(4)= M(PAP-1). 
8.2.35. Si x=(o, ..., œn)T, y=(B1, ..., Bn)T, alors 


n 
Il 11 =(max |e1p[ 2181) . 
8.2.38. Toute matrice B de rang 1 pouvant être mise sous la forme de produit xy*, 
où x et y sont des vecteurs colonnes, alors en utilisant (8.1.4), on obtient 
[tr (4B)| ltr (4xy°)] | (4x, »)l 
MAX ———=— —— —= Max —< 
ruæl MB) z,y#0 M(xy*) z.y#0omx)m* (y) 
mAx}m*() n(Ax) 
Æ MAX —————— = max 
z.y#0 MUX)M* (y)  zz0 mx) 
D'après 8.1.49, pour le vecteur fixé x il existe un vecteur y tel que 
| (4x, = m(Ax)m* 0). 
En choisissant convenablement x, y, ramenons les relations ci-dessus aux égalités. 
8.2.40. La démonstration est donnée par la chaïine des égalités suivantes : 
M*(4A*)= max m°(4*y)= max max |(4*y, x)| = 
m°(y)=1 m')=1l m(z)=1 


= max max |(4x, y)|= max m(Ax) = M(4A). 
m(z)=1 m°(y)=1 Mm(z)=1 


= M(4). 


Nous utilisons ici la proposition 8.1.50 : m(x) coïncide avec la norme duale de m*(y). 

8.2.43. Supposons que la norme donnée soit concordante avec les normes vectorielles 
mx) et mx). 8.4.42 et 8.2.39 entrainent que || 4|| doit être subordonnée à m(x) et n(x) 
de façon que 


: m(Ax) 

Il 4 11 = nes Co) , (œ) 
ou rmAx) 

114 11 = Le PER (B) 


Supposons qu'il n'existe pas de constante telle que mx)=cmx) pour tout vecteur x. 
En multipliant l'une des normes par un nombre convenable (ce qui, d’après 8.2.32, 
ne change pas la norme subordonnée), on peut obtenir que mx)=mx) pour tout x; 
de plus, #{xo)=m(xo) pour un certain vecteur xo. Puisque, par hypothèse, les normes 
m(x) et =“ x) ne coïncident pas, il existe un vecteur x1 tel que mx1) <<" x1). On peut con- 
sidérer que mxo)=mx1)= 1. 
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D'après 8.1.49, il existe un vecteur y tel que 
(xo, 7) = mxo)m* (>) = m° 0). 
Le vecteur y peut également être normé par la condition m*(y)=1. Maintenant, pour 
la matrice A=x1}*, on a 
Axo=x1y*xo=(xo, Y)x1 = x1, 
1A411=m0)m*(y*)= 1. 


Si, pourtant, pour calculer || A4 || on fait appel à la représentation (8), on obtient : 


MAX) 
=mx1)>"mx)=]1. 

EE mx) >m(x1) 
Cette contradiction montre que les normes "{x) et n(x) doivent être proportionnelles. 

8.2.45. Si || 4] concorde encore avec la norme "“(x), et N(A) est la norme subordon- 
née correspondante, M(4)=N(A) sur l'ensemble des matrices de rang 1. En utilisant 
la représentation (8.2.5), on obtient que M(4)=N(4A) pour tout 4, d'où l’on tire (cf. 
8.2.43) que les normes mx) et mx) sont proportionnelles. 

8.2.47. Non. Par exemple, la norme 


M(4)=max {|| 41h, 141} 


satisfait à la condition du problème; pourtant, elle ne peut pas être subordonnée du fait 
qu'elle concorde avec deux normes non proportionnelles ||x{l1 et ||x|l…. 


3 
8.3.3. cond. (4)== ei, 


8.3.5. 7.6.33 entraine que si ||Bll:-<ar, la matrice A+ B est non dégénérée. Cons- 
truisons maintenant une matrice B telle que || Bi: =, et que 4+ 82 soit une matrice 
dégénérée. Soit A=UAF la décomposition singulière de la matrice 4; comme dans 
les cas courants, Auz=/lsez...z/nn €t Ann =xs. Alors, la matrice B est de la forme: B= 
— UAV, où An = c'es = /n-1, n—1 =0, Ann = —ZUn. 

8.3.9. Soient 4 la matrice dégénérée et Ax=0 pour le vecteur x non nul. Divisons 
le vecteur x suivant la partition de la matrice A : 


AZ 


Supposons que || x: || = max {|| x1 ||, I] x2 1, . .., || xx ||}. Alors, de l'égalité 
— Auxi= Auxit ... + Ai i-1X 2 + Ai t4iXi41 +... + AXE 


on tire 
2e + 1. Æ 
xs = || Acc À Aux || =|| Au p> Il 4es Ill xs V<[r Ai p> I As I  xe << xe 1 
jui PT smi 


Cette réduction à l'absurde montre que 4 est non dégénérée. 


Pour m=1 on obtient le critère de la domination diagonale suivant les lignes. 

8.3.10. La matrice 4 est non dégénérée. 

8.3.12. Si D est une matrice diagonale composée d'éléments diagonaux de la matrice 
A,ona 


1 1+& 
cond. (D) ——=<cond. (4)= cond. (D) — . 
1+@ 1—-« 


8.3.13. Si on utilise les inégalités déduites dans 8.3.12, on obtient 
0,9n=cond. (4)=<1,25n. 
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8.3.14. La valeur maximale du nombre de conditionnement s'obtient pour la matrice 


1 —1 —1... —1 
0 ES | 
Ro=|0 O 1... —1||, 
0 O0 O0... 1 
telle que 
1 1 2 4... 28-38 2n-3 
0 11 2...2n—4 28-35 
Rs— 0 0 1 1... 2n-5 2»#—4 | 
0 O O0 O0... 1 1 
0 O0 0 O0... 0 1 


C'est pourquoi cond. (Ro)=n2"-1. 

8.3.15. Comme | 4: ||=1, les éléments de toutes les matrices 4: sont bornés en 
valeur absolue et, par conséquent, tous les mineurs d'ordre n—1 de ces matrices le sont 
aussi. C'est pourquoi l’augmentation du nombre de conditionnement n'est possible 
qu’au dépens de la convergence de det 4x vers zéro. 


8.3.18. Si| A]z|2l=...æ| Ân|,ona 
| 4] 
| An | | 


conde (4)= 


œ1 
8.3.19. cond: (4)=—. 
a 

I À (le “ au |[2+| ae|°+] au |°+| ass |° 
| det 4] | Grass — aisaa1 | | 


8.3.29. conds (4) =conde (S). 

8.3.30. Pour le système initial, conds (4) 1000. La solution est : x1=1,5; x2=1; 
Xa= —ÎI. 

8.3.31. Pour la matrice 4 du système d'équations initial, en utilisant les inégalités 
7.6.28, on peut obtenir l'estimation : conds (4)363. Pour diminuer le nombre de con- 
ditionnement, multiplions la deuxième équation du système par 10, et la troisième par 100, 
après quoi effectuons le changement de variables : y1= 2x1; y2= 10xs; ys= 100x3. On obtient 
le système à matrice symétrique dont la solution est : y3\=—1; y2=—1; ys= —1. La solu- 
tion du système initial est donc : x1=—1; xa= —0,1; xs= —0,01. 

8.3.33. Les composantes de la solution peuvent changer de 6,01. La solution du 
système initial : x=—1; y=0. La solution du système perturbé : X=1; ÿ=1. 

8.3.34. cond. (4)= 10 967. La solution du système initial : x=1; y=1. La solution 
du système perturbé : X==—12,9; ÿ= —20. La perturbation de la solution : x—%=—13,9; 
y—ÿ}=21. 

8.3.35. Par exemple, x1=2, xa= — 1, xs =2, x4= 1. 

8.3.36. Par exemple, x1=1, xa=xs=x4=0. 

8.4.2. Par exemple, le disque | z2|< V5+ V2. 

8.4.6. Cette inégalité donne l'intervalle de localisation des valeurs propres à partir 
duquel on peut appliquer la méthode de bissection. 

8.4.8. Soit P-140P= A, où À est la matrice diagonale composée de valeurs propres 
de la matrice 4o. Comme norme recherchée || 4 || on peut prendre n'importe quelle 
norme de || P-1 AP |l1,2, [cf. 8.2.10, c)]. 

8.4.13. Soient 4=H1+iH2 la décomposition hermitienne et B=U*AU la forme 
de Schur de la matrice 4. Alors, la décomposition hermitienne de la matrice B est 


B=U*HiU+iU*HaU=Â:+1iA%. 


8.3.24. condg (4)= 
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La diagonale principale des matrices Ai et A2 porte les nombres a«1,...,.@n et B1,...,8n 
respectivement; c'est pourquoi 2 ai=<|| U*HiU |E=|| A = | 4 + 4° 8: pour 
les nombres Bi, ..., BA la formule a“ ‘atalogoe: 

84.14. Pour ce qui est des relations (8.4.3), l'égalité 42 e=|4+4" IE signifie 


1 
(cf. solution de 8.4.13) que Â1 est une matrice diagonale. Comme À =; (B+B*) et B 


est une matrice triangulaire, l'annulation des éléments hors diagonaux . A1 entraine 
que ceci est également vrai pour B. C'est pourquoi À est une matrice normale. 

8.4.15. Pour les matrices À de structure simple. 

8.4.16. D'après 6.2.7, les matrices AB et BA ont les mêmes valeurs propres À, ..., Àn. 
Comme 4B est une matrice normale, on a 


VAE = Nc mr. 


Montrons que ||BA|lz=||4B|z, d'où (en vertu de 8.4.14) on déduit que la matrice BA 
est normale. En effet, 


1BA|£=tr (BA (BA)*)=tr (BAA*B*)=tr (4A°B*B)=tr (A*ABB*)=tr (B°A*AB)= 
=tr ((4B)*A4B)=|AB|2. 


Ici on a utilisé la normalité des matrices A et B et l'égalité tr (XY)=tr (YX). 
8.4.18. Dans 7.6.64 on a obtenu la représentation : «1+...+,=max |tr (4W)|, 
W 


où West une matrice unitaire arbitraire. Soit B= U*AU la forme de Schur de la matrice 4. 
Alors, tr(4W)=tr (UBU*W)=tx (BU®WU). Calculons Wo à partir de la relation 
U*WoU=D, où D est la matrice unitaire diagonale telle que FN rles lbul=| |. Pour 


la matrice Wo (définie de façon non univoque si parmi les nombres 4 il y a des nombres 
auls), tr (4Wo)=| L|+...+12,|, d'où on tire l'égalité 
ie La proposition résulte de 8.2.13, 8.2.27 et 8.4.18. 
4.20. Si 


n 

Iz-aul> Zlasl, I=l; 0, 
J3=1 
fi 


la matrice zE— A est une matrice diagonalement dominante et, par conséquent, elle est 
non dégénérée. C’est pourquoi z ne peut pas être valeur propre de la matrice A. 

8.4.21. Ce domaine se compose de trois disques : | z—1,23 |=0,07; | z—2,17 | =0,04: 
| z— 3,06 | <0,06. 

8 423. Par exemple, le domaine composé de trois disques : | z—4|=0,012; i=— 
=], Fr 3, où ÀA1=0,5; ÀAs= 1; A5=2,5. 

4.24. Par exemple, le domaine composé de trois disques : | z—4 |=<45e, i=1, 2, 3, 
où . — 1]; A2=0; Às= 

8.4.27. D = 0,5; Âe= —1; 43=0,5; 4=1. 

8.4.29. Par exemple, 41=/42=—1, 1s=1, 14=3. 

8.4.32. Pour la démonstration a) ‘remplaçons les éléments are, as: et G1s, @s1 par des 
zéros. La norme spectrale de la matrice de perturbation correspondante est égale à V2IN, 
d'où l’on déduit a). 

Pour démontrer b), considérons la matrice À comme une perturbation de la matrice 
quasi diagonale D aux cellules diagonales 


1 0 0! _0,5 0,1 —02 
Du=|l0 1 ol, D=|? 2. Dss=|| 01-1 0 
0 O 1 0 02 0 2 
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Pour la matrice de perturbation B= 4 — D||B||:<||B||.=3/N. C'est pourquoi l'intervalle 
—3/N=<À—-1=<3/N (æ) 


contient au moins trois valeurs propres de la matrice 4. Pour montrer qu'elles sont 
exactement trois, démontrons que pour VN=10 l'intervalle (œ«) ne coupe pas d’autres 
intervalles du système | x— 4 |=3/N, i=1, ..., n; À sont les valeurs propres de D. 

Ceci est clair pour l'intervalle | x—-2|-<3/N+<0,3. Remarquons que maintenant 
d'après le théorème de Gerschgorin, les valeurs propres Às, À7, Às de la matrice Dss re- 
posent dans les intervalles [— 1,3; —0,7}, [—0,8; —0,2], [1,7; 2,3]. Donc, pour Nx10, 
les intervalles | x— | <3/N<0,3, i=6, 7, 8 restent séparés de l'intervalle (x). 

8.4.36. Le vecteur r(x)x est la projection du vecteur Ax sur L(x). 

8.4.38. Comme |æ«/°+||z[f=1, on a Ho=p0l «|*+y0 z|Ë. D'autre part, Ho= 
= (A, X)= 1 « |°+ (42, 2). Ceci implique que | À—40 | | æ[2=| (4z, z)— mol| z || <e*/a. 


Comme |&|= V1—e*/a?, on en tire l'estimation nécessaire. 

8.4.39. a) Par exemple, /1=1, /2=2, /3=3, /4=4; b) des vecteurs colonnes unités. 

8.4.42. a) Si Z=X-1l et z; est la i-ième ligne de la matrice Z, on a z* = y le vecteur 
propre de la Rs A* associé à la valeur propre À. De plus, l'égalité Matnicelle XZ=E 
entraîne que (x:, >)=1 et | s:]71=|| x4 [lell y: le. Maintenant, on déduit de 7.6.28 : 
cond: (X)=|| X el X 1 |le= || x |lell y Île 1/11 sc ff; 

b) choisissons les vecteurs x: tels que [xx lle =1/V]s:[. Alors, pour les lignes z: 
de la matrice X-1 on obtient également ||: |l2=1/V]| sc]. C'est pourquoi 


2%, 
condg (X)=| X [el Xe =lX = ZX —. 
(=1l5s| 
8.4.44. Sans limiter la généralité, on peut considérer que x et y sont des vecteurs 
normés. Soit C=0*AQ la forme de Schur supérieure de la matrice 4, choisie de façon 
que cu=A1. D'après 7.1.47, une telle forme peut être construite; en outre, comme pre- 
mière colonne de la matrice Q@ on peut prendre le vecteur x. Alors, le vecteur z=0*y 
est un vecteur propre de C* et (e1, z)= (Q°x, Q"y)=(x, y)=0. Ainsi, la première com- 
posante du vecteur z est nulle, et la proposition nécessaire se déduit de 8.4.43. 
8.4.45. La condition Cy=hy ét à ec*+C"*h-12= 12, ou 
z+ec* —— *z*)z= A1z. 
Cr_s+ec =  — F =(Ci_ + a ETS )z= Az 
D'où la proposition du problème. 
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